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Theorie der Gammafunktionen. 

Unter der unendlichen Menge von Integralen, welche sich nicht 
durch die gewöhnlichen logarithinisclien , trigonometrischen und cyklo- 
inetrischen Funktionen ausdrücken lassen, findet sich eine grosse Reihe 
von solchen, deren Reduktion in letzter Instanz auf das bestimmte 

Integra^ 

J 0 X 

führt, in welchem fj. eine ganz beliebige Gröise bezeichnet. Da auch 
dieses Integral in vielen Fällen nicht anders als durch eine unendliche 
Reihe dargestellt werden kann, so bildet dasselbe eine eigne transscen- 
dente Funktion der Grösse^, welche als ein neuer Grundpfeiler der 
Integralrechnung anzusehen ist. Soll aber die Einführung desselben von 
Nutzen sein, so wird es vor allen Dingen nöthig, die Eigenschaften jener 
Funktion in ihrem ganzen Umfange zu erforschen und die an derselben 
sich darbietenden Aufgaben zu lösen, mit einem Wort: es muss eine 
Theorie jener Transscendenten gegeben werden, zu welcher dann noch 
die Tafel ihrer Werthe für den praktischen Gebrauch hinzukommt. In 
dieser Weise hat zuerst Legendre *) die Sache aufgefasst und eine 
Lösung der angedeuteten Probleme versucht, aber Soviel Scharfsinn er 
auch darauf verwendete, so ist cs ihm doch nicht geglückt, seiner 
Arbeit das Siegel der Vollendung aufzudrücken und einen durchweg 
direkten Gedankengang .zu entdecken. Seil jener Zeit ist nun von 
mehreren tüchtigen Analytikern so Vieles für die Erweiterung und bessere 


*) Lögendre: Tratte de» fonrltons eltiptique» et de t Integrale • 

Eutertennes tarne //. 

Schlomilch, Analyt. Studien. 1 
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Cap. I. 


Begründung der fraglichen Theorie gelhan worden, dass eine neue 
Bearbeitung derselben ein Erforderniss des jetzigen Zustandes der Wissen- 
schall zu sein scheint. 


Cap. I. 

Die Fundamenlaleigemchaften der Gamma funktionen. 

§. 1 . 

Die Definition der Gammafunklion liegt in der Gleichung 

= (1) 

wobei rechts das Zeichen r die Stelle eines Funktionszeichens vertritt, statt 
deren inan öfter auch eine andere, von dieser wesentlich nicht verschie- 
dene giebt, welche man dadurch erhält, dass man in dem bestimmten 

Integrale x = f* setzt. Durch diese Substitution wird 
/ i. = z , dx = — e~ Z fh 


und wenn x die Werthe 1 und 0 angenommen hat, ist i = 0 und 
,* = ac geworden , mithin 




e— t — * • 

: e di 


oder, wenn man in dem bestimmten Integrale rechts x Tür : und für 
die linke Seite ihren Werth aus (1) setzt 


r(fi) — f x* *e *dx 
J o 


( 2 ) 


Diese zweite Form der Definition unserer Transscendenten ist für 
manche Zwecke bequemer als die zuerst aufgestellte, namentlich kann 
man aus ihr mit der grössten Leichtigkeit eine Relation ableiten, welche 
zwischen T(//) und T(/z -f- 1) statt findet. 

Man hat nämlich , ft + 1 für ft gesetzt, 

r( f , + 1) = f* *V "dx . 

%' 0 
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Die Fiindamentaleigenschaften der Gammufimktioueii. 


Andererseits ist .aber nacli der bekannten Reduklionsformel 





... i“ -* 

mr u = x , o = e , 

J x 1 * e~ x dx z=. x^ J e~* dx — j" fix * 1 dx J'e~ r dx 

= — x^iT * + b j' x f ‘ l (T r dx + Co/isl. 

folglich wenn wir zu den Gränzen für wachsende und abnehmende x 
übergehen • 

f x^e^dx — — Lim. (x“e~ J ) + Lim. (.c^fT J ) p f x 1 * 'e x dx 

(x = oo) (x = 0) (4) 

wobei sich das erste Gränzzeichen auf unendlich wachsende, das zweite 
auf unendlich abnehmende x bezieht. Zur Bestimmung der gesuchten 
Gränzen dienen nun folgende sehr einfache Betrachtungen. 

Wenn n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so ist immer, 
wie man leicht aus der Reihe für c* findet 


folglich 


und 


> 


n 

X 

1.2.3....« 



1.2.3 


n 



< 


1.2.3 .... n 

»->* 

x 


Da hier die Zahl n beliebig gelassen ist, so können wir dieselbe 
immer grösser als die Zahl fi nehmen, so dass n— ^ positiv bleibt. 

Wächst nun x beständig so nimmt der Quotient ^ ” ■ 

x 


unaufhörlich bis zur Gränzc Null ab, folglich nimmt auch x e 
ins Unendliche ab. Da aber dieser Ausdruck nicht negativ werden 
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kann, da x nur positive Werthc bekommt, so folgt, dass für unendlich 
wachsende x 


* fl Xv 

Lim. (x e ) =. 0 

sein müsse, und hiermit ist der Werth der ersten Limes in (3) be- 
stimmt. 

Setzen wir ferner voraus, dass /u eine positive Grösse bedeutet, 
so erhellt augenblicklich , dass für abnehmende x 

Lim. (pf e ) = 0 


sein müsse. Durch Substitution 
in die folgende über: 



x e tlx 


dieser VVerthe geht die Gleichung (3) 


/'* p-l-x 

/i I x e dx 
J o 


oder nach (I) und (2) 

I\n+l) = fi (5) 

welche Relation aber nur für positive fi gilt. 

Mulliplicirt man beiderseits mit n + 1 und wendet links die Re- 
lation (5) selbst wieder für /« -f- 1 statt n an , so wird 

rou + 2) = Cf* + 1) /T/0. 


Durch Multiplikation mit fi + 2 erhält man hieraus 
*1« + 3) = (n + 2) (fi + 1) n Fl». 

Setzt man dieses Verfahren der succcssiven Multiplikation unbe- 
stimmt weit fort, so erhält man leicht, wenn n eine positive ganze 
Zahl bedeutet 

T\n + n) = (n + n — l)( f i + n — 2)...( f t+l) t t F(,.). (6) 


Diese Gleichung enthält eines der wichtigsten Theoreme für die 
Gammafuriklionen. Sehen wir sic nämlich als ein? Reduktionsformel an, 
so geht aus ihr hervor, dass man die Wertlie der Funktion F überhaupt 
nur von n — 0 bis fi = 1 zu kennen braucht, weil sich alle die Werthe 
der Funktion in den Fällen , wo die Veränderliche ein unächter Bruch 
ist, leicht auf die Werthc solcher Funktionen reduziren lassen, in 

denen die Veränderliche acht gebrochen ist. So wäre z. B. für n = 


Ft« + 


1 2 » - 1 
2 ' ~ 2 



3 

2 ' 


l rd). (?) 


' 


Die Fundamentaleigenschaften der Gammafunktionen. 


S 


Eine Tafel für die Gammafunktion braucht also nur die Werthe zu 
umfassen, welche dem Intervalle /* = 0 bis /< = 1 entsprechen. 

Bei der Wichtigkeit des obigen Theoremes dürfte es wohl nicht 
überflüssig sein, noch einen zweiten, auf ganz andern Prinzipien be- 
ruhenden Beweis desselben zu geben. Setzt man in der Gleichung (3) 
x = n, wobei r eine Constante, z die neue Veränderliche bedeutet, so 

oc 0 

wird dx = rdi , die Gränzen für z werden — und — d. h. wieder 

r r 

oc und 0, mithin ist: 

/ ’* /l — i TZ 

(rz) e rd:= fi» 

0 

oder nach Division mit r'\ 




( 8 ) 


Aus dieser Gleichung folgt durch »malige partielle Differenziation 
nach r, *) 


*) Die Differenziation unter dem Integralzeichen oder wie man sic auch 
nennt, die Variation der arbiträren Constanten eines bestimmten Integrales bildet 
überhaupt eines der vorzüglichsten Mittel um aus einem bestimmten Integrale 
andere Integrale abzuleiten und beruht auf folgenden Schlüssen. Sei 

r b 

J a f( r > *) * = 9(0 

so ist auch, wenn 3 ein völlig willkührliches Inkrement des r bezeichnet und 
die Integrationsgränzen nicht von r abhängen , 

f a /(r+d, *) <** = <f(r + 3). 

IHvidirt man die Differenz beider Gleichungen durch 3 , was als constant für 
die Integration gilt, so wird , 

f k f(r + 3. O —/fr, z) <p(r + 3) — q>(r) 

*' b d d 

und hier kann man auf der linken Seite statt des Quotienten unter dem Integral- 
zeichen auch / r (r,*) + « setzen, wobei / r (r, z) den partiell nach r genomme- . 

nen Differenzialquotienten und « eine Grosse bezeichnet, welche so von 3 ab- 
hängt, dass sie mit d gleichzeitig bis zur Gränze Null abnimmt. Es wird dann 

/’/Vr. s)ifx + <tx = V ( r+a ) 7T 9 ( '0 . 

•' a r a (J 


Digitized by Google 


6 


Cap. I. 



'-'d (e ) 

2 UZ 

ür n 


= m 


d'( r- 1 *) 
dr “ 


Findet nun der Fall statt, dass für unendlich klein werdende 3 nicht nur 

Lim. t=0 sondern auch Lim. idz—Q ist (was aus jener Eigenschaft des 

» gar nicht folgt), so erhält man durch Ucbergang zur Grunze für ein gegen 
die Null convcrgirendes 3 



r,x)ds = 9 ' (r) 



d<y(0 

dr 


(B) 


wobei die Klammern in der zweiten Form den Diffcrcnzialquotienten als einen 
partiellen bezeichnen. l)ie Differenziation der Gleichung (1) geschieht also auf 
der linken Seite unter dem Integralzeichen, wenn die vorhin ausgesprochene 
Bedingung erfüllt ist. — Dass übrigens zwar Lim. i = 0, dagegen aber 

Lim. J a (dz von Null verschieden oder überhaupt gar nicht angebbar sein 

kann, sieht man leicht an Beispielen. Das einfachste der Art bietet der Fall 
dar, in welchem t kein x enthält und ö=oc ist; es wird dann jenes Integral 
= «(« — a) folglich sein Gränzwerth =0.® und hiervon lässt sich der wahre 
Werth gar nicht angeben, oder er ist völlig willkühriich, weil der abnehmende 
Faktor i und der zunehmende b von einander unabhängig sind. Das frag- 
liche Produkt erhält erst dann eine bestimmte, mit Hülfe der Differenzialrechnung 
angebbare Bedeutung, wenn man i und b als Funktionen einer dritten Grösse 

ansieht. Ein anderes Beispiel wäre etwa /(r, s) = — ■ r - * - mithin 


, . i* »in rx 
<T(.r) = / -~<ls 

'S O S 

woraus man nicht 

9>'(r)r= / cotrzdz 

«/ o 

folgern darf. Nach dem Taylorsrhen Satze ist nämlich 
F(r+*)= F’M+ * ? (V+fö 


wobei ä zwischen 0 und 1 liegt. Ilicss giebt in unserem Falle 


t = — ^ »in (rs+ljz) 

/ ,« j 

sdzzz — ^rf ziin(rz + l3x)dz 
o /«-' o 

und da das Integral rechts unendlich gross wird , so darf man die Variation 
nach r nicht ausfuhren wollen. — In der vorliegenden Schrift sind übrigens 
die Ausnahmefälle bemerkt, da sonst die Anwendung des bis zum zweiten Gliede 
genommenen Taylorschcn Satzes hinreicht, um sich von der Rechtmässigkeit 
der Differenziation zu überzeugen. 
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oder 


/'* , z) " _ (-l/pfo + l) ■••■(« +»1) 

J. ' * ^ + n 


/Tf») 


oder 


/ 


f/l + H 


Nach (8) ist aber ft + n für ft gesetzt 


/■ 


M +»_ 1 _ r* r(#/ + n) 

e «2 =r — — 

/+” 


Vergleichen wir Diess mit dem Vorigen, so crgiebt sich sofort 

r(^+n)=^(/4+ l)( j u + ‘2)..,.( ( u + M — l)r(^) (10) 

und Diess ist das Nämliche wie die Gleichung (6). 

Als spezieller Fall ist noch der Werth fi — l von Interesse. Man 
hat daun 


folglich 

oder 


und nach (8) 


F( 1)= f e (Ijt ~ — e * + e — 1 

r(n+l) = 1.2.3....n 
r (») = 1 . 2 . 3 .. . . (n — 1) 



n — 1 — rz 

t e 


dz 


1.2.3 


n 

r 


(11) 

( 12 ) 


Man kann die Gleichungen (10) und (11) noch von einem anderen 
Gesichtspunkte aus betrachten, als es bisher geschah. Unter den ver- 
schiedenen Funktionen nämlich, welche man in den Kreis der Analysis 
gezogen hat, befindet sich auch die sogenannte Faktorielle oder 
Fakultät. Es ist diess eine Funktion zweier Veränderlichen, deren 
Definition durch die Gleichung 

f( t t, tlj = ft (fl + 1 ) (f, + 2 ) ... ( f , + » - 1 ) 

gegeben ist, wobei man ft die Grundzahl oder Wurzel, n den 
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Grad oder Exponenten der Fakultät nennen kann, 
die obige Definition mit der Gleichung (10), so folgt 




Hu + n) 


Vergleichen wir 


Man sieht hieraus, dass durch eine Theorie der Gammafunktionen 
zugleich auch die Theorie der Fakultäten gegeben ist, indem beide mit 
einander auf das Innigste Zusammenhängen. 


§. 2 . 


Eine zweite, nicht minder wichtige Eigenschaft der Gammafunktionen 
ergiebt sich durch folgende Rechnung. Es ist, wenn wir in der 
Gleichung (8) 1+r für r und p=p + q setzen 

f* p+9- i— . F(p-\-q) 

i ' 6 *~(l + r) p ^ 


mithin durch beiderseitige Multiplikation mit r p 'dr und Integration nach 
r zwischen den Gränzen r=0 und r=ec, 


f r”-\lr f 


— (1+r)* 

e 


dr = F(p + q) f 


« />— l , 

r dr 


(i+i-y 


P+V 


( 1 ) 


Auf der linken Seite lässt sich aber die Ordnung der beiden Inte- 
grationen umkehren*); integriren wir daher zuerst nach r, so ergiebt 
sich für die linke Seite 


r* p+f-t— *, r* p— t- * r , f* p+7-i— *, r{j>) 

I z e dz I r e dr— I i e dz . r 

Q »' 0 »'0 * 

= T(p) f*z v ~'e Z dz = r(p)nq). 

»* 0 


*) Die Befugnis« dazn beruht auf folgenden Schlüssen. 

Setzt man in der Gleichung (B) der vorigen Note für i y(r) seinen Werth 
aus (A) so ist 


ir - ‘ ,r 
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Die Fundanienfaleigenschaften der GamnialuoLtiouen. 
Wir haben mithin nach (1) 

r( P ) r( fJ ) = r( P + >,) f -- ~ 

(iW * 


( 2 ) 


folglich durch Multiplikation mit dr und Integration nach r zwischen den 
Gränzen r = a, T — ß 

*) -/(“» *)i ca) 


Setzen wir 


so wird 


folglich 




/( r > *) = / V( r > z ) dr + Conti. 


(B) 


f(ß, —/(<»» *) = (r,*)dr (C) 

Substituircn wir die Gleichungen (ß) und (C) in (A) so wird 

•) ir =fl dT Ja<P C r ' *) dX 

womit bewiesen ist, dass sich in einem bestimmten Poppelintegral die Ordnung 
der Integrationen umkehren lässt. Man darf jedoch nicht vergessen, dass liier 
die Gültigkeit der Differenziation nach r postulirt, also das Stattfinden der 
Gleichung 

i‘ b 

Lim. / idx — 0 (D) 

•' a 

vorausgesetzt worden ist, wobei 

i= j ffe±* r . -«) _/; (r , t) 

war. N'ach dem Tajlorschen Satze kann man dafür auch 

f/’V+W. *) 

oder wegen (B) 

*= |V( r +M *) 

4 r 

schreiben. Pie Bedingung (D) geht dann in die folgende über 
Lim. S / (jp (r + ld, z)dt = 0 

•' a r 

über, deren Stattfindeu oder Nichtstattfinden meistens leicht zu entscheiden ist. 

1* 
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oder 


r r \ir _/ (/>) 
J. (1 + r)' ,+? l ( l>- 


») 


< 3 ) 


r ih _ r(/>) r( y ) 

1 + r) 

eine sehr bemerkenswerthe Relation. 

Das Integral auf der linken Seite lässt sich noch in eine andere 
Form bringen, nenn man es unter folgender Gestalt darstelll 

<x r— i 

/ (nb) - 


dr 


(l+r)’-‘ (1 +r) 2 


und nun — * setzt. Es folgt daraus = 1 — * und dx 

— ^ r — « ; wenn ferner r= ae und r = 0 geworden ist, hat a: die 

(l+O 

Werthe 1 und 0 angenommen, folglich geht das Integral über in 

/ x P \l -x) 9 -\lx 
und es ist nach (3) auch 

J , Hp+q) 


(4) 


l.egendre nennt Integrale von derForm des vorstehenden Euler - 
sehe Integrale erster Art, die Gammafunktionen dagegen Euler’- 
sche Integrale zweiter Art; die obige Gleichung giebt also 
eine Ucduktionsformel , durch welche die Integrale erster Art auf die 
der zweiten zurückgeführt werden, so dass cs nur darauf ankommt, 
eine Theorie der letzteren zu entwickeln, wenn man die der ersten 
erhallen will *). 


•) In seinen Lefons de ralcul differentiel et de calcul integral tome II 
page 82 sagt Moigno: »M. Legendre a ddsignd sons le nom d'inttfgralc Euli- 
rienne de secondc especc, «t M. Binct a proposd de rdpresenter par la notation 

ß (a, b) I’intfgralc ddfinie/^ — x) b - X dx. II existe nne relation remar- 
qualilc entre cctte integrale et 1’integrale Eulerienne de premii'rc espfece /"(a) 

= f n x a ~^i x ix. etc.» Hier verwechselt Moigno die beiden Arten mit ein- 
ander; so wenig er indessen historisch Recht hat, so praktisch scheint seine 
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Aus der Gleichung (3) ist ersichtlich, dass man eine Relation 
zwischen drei Gammafunktionen erhalten könnte, wenn man für irgend 
welche Werllie von p und q im Stande wäre, den Werth des links 
stehenden Integrales unabhängig von der Theorie der Gammafunktionen 
selbst zu entwickeln. In der That ist diess in einem Falle möglich, 
wenn nämlich p und q sich zur Einheit ergänzen, wenn also etwa 
P — P, q — 1 — p mithin r(p + q)~ T(l) = 1 ist. Man hat dann 

rwro— ,)=/ ■ 0 » 

und hier lässt sich der Werth des rechts stehenden Integrales auf fol- 
gende Weise finden. 

Es ist zunächst: 


r 3?~ A tlx r .r 1 “ *</.r f xf 1 i dx 

J 0 1 -f- J 0 1 x .' | 1 -j- a; 

Setzt man im ersten Integrale x — z , im zweiten x=z so 
ändert sich das erste nicht , im zweiten dagegen ist dx ~ — ‘ * und 


1 

z = - ; wenn daher x die Werthe x — « und x = 1 angenommen 
hat, ist entsprechend z = 0 und z=l geworden. Es wird daher 

f* x^-'dx l' i u \h _ f dz 

l+x ~J o 1 + z + 

f' z^-'dz t f z^dz 

~J a T+T + J 0 T+l ■ 

Nun besteht aber bekanntlich die identische Gleichung: 


1 

1+z- 


1 Z -f- 2 


2 


I . 
* + 


+ (-l) 


i , ( r 'll 

+ l+z 


Terminologie zu sein: man steigt dabei vom Einfacheren zum Zusammengesetz- 
teren auf und da cs viele Fälle giebl, in welchen sich B (n, 4) durch elliptische 
Funktionen ausdrüeken lässt, so gewinnt man auch von dieser Seite her, einen 
zwar untergeordneten, aber doch natürlichen Eingang in das Gebiet jener 
Transcendenten. 
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Substituiren wir dieselbe in jedem unserer Integrale, so erballen 
wir lciclit: 

I x dx 

j n T+T 

— (l — i + ** — ** + + (— ■ 1) / ~ l dt 

+ (_,) /t+t* 


+ f (l— i + J 2 -i 3 + + (-!)" *** 

M . 

. 1+1* 

Ist nun |U ein positiver achter Bruch, so findet sich hieraus 

f K 

Jo 1 


+ X 


1 1 

1 

. . n 1 

. + (_1) 

1 + 

+ 2 + /. 

n— 1 +n 

1 

1 

( — l)" -2 

_ 1 _ O- K 

+ l-„ 

2 — H 

4 1 n — 1 — f* 

(-1)"“’ . 

(- 1 )" J 

* + (.!)• f 

n — f‘ 



oder wenn man je zwei unter einander stehende Glieder vereinigt 


f xdx 

J. 1 + * 


“ 2 .“ . 2 ,« (— 1 )* * 2/4 

» I * 2 2T,,l 2 • * * * / 1x 2 2 

n I — n l jU Ö — jU («— 1) — ^ 


=±+ 


K6) 


(l_l 


( _ i) „ r « 

+ L r . - +(-i) / ^ 

‘ o • 


n—fi 


* + (-!) / y-j— I 

* 0 1 “ 1“2 


+ 2 


Da man hier die positive ganze Zahl n so gross nehmen darf, als 
man will, so Kann mau sie immer so nehmen, dass sie >ju also n — p, 
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folglich ebenso » + /u — 1 positiv ist, wozu nur gehört, dass man 
n wenigstens = 1 nehme. Dann stehen die beiden letzten Integrale 
unter der gemeinschaftlichen Form: 


/ 


s dz 

T+^ 


worin m eine positive Grösse bezeichnet. Es ist nicht schwer, den Werth 
dieses Integrales in zwei Gränzen einzuschliessen , welche nicht mehr 
unter der Form von Integralen erscheinen. Wenn nämlich z das Inter- 
vall 0 bis 1 durchläuft, wie es durch die obige bestimmte Integration 

geboten wird , so nimmt der Bruch y-^— 


von 


r+ö an bis zu r+i 


beständig ab und hat den Werth 1 zum Maximum dagegen den Werth 
| zum Minimum. Es ist daher für das ganze Intervall der Integration 


1 


1 


1 - i+i p° sitiv - y ~ r+ 

Mithin ist auch 


negativ. 


I* (l— f^l) 1 lh P 0 ^^» j' [ 2 “ — T^l) negativ 

findet 

O O 1 n <i 1 


woraus man findet 


oder 


m ■+• 1 




2(»+l) 


Hieraus ist u. A. ersichtlich, dass das Integral in der Mitte für 
unbegränzt wachsende m sich der Null nähert, weil diess mit den 
beiden Grössen selbst der Fall ist, zwischen denen sein Werth liegt. 

Dieses Resultat können wir für die Gleichung (6) benutzen, wenn 
wir in derselben die Zahl n, welche zugleich die Gliederanzahl der dort 
vorkomm'endcn Reihe ist, ins Unendliche wachsen lassen wollen. Setzen 
wir nämlich erst n-f-^ — 1 und dann » — fi — m, so ist in jedem 
Falle m eine Grösse, welche gleichzeitig mit n ins Unendliche wächst," 
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und nach dem vorigen Salie nähern sich nun beide auf der rechten 
Seite in (G) vorkommende Integrale bei unendlich wachsenden n der 
Gränze Null. Ausserdem ist noch 


Lim. 


1 


= 0 


n—fi 

und die endliche nglicdrigc Reihe wird jetzt zur unendlichen. 
Wir erhalten mithin aus (G) 


/ 


* (“-’j 

,r (Ix 


1 -J- x 


V '2 fi 

1*-V 2*-« z 3*-^ 


in inf. 


Nach einem bekannten Satze ist aber die Summe der vorstehenden 
Reihe —nCosecftn, mithin haben wir 

r* e- 1 , 

/ * 0) 

' J „ 1 + x sin n n 

und folglich nach (3) 


/»r ( i— ^ ) = _, 


(8) 


Der Satz, welcher hierin ausgesprochen liegt, dass nämlich das 
Produkt zweier Gammafunktionen, deren Veränderliche sich zur Einheit 
ergänzen, durch eine trigonometrische Funktion ausgedrückt werden 
kann, ist einer der wichtigsten in unserer Theorie und reich an Folge- 
rungen, von denen die folgenden unter die bemerkenswerthesten ge- 
hören. 

Für n = ^ ergiebt sich aus (8) 

(r(^)f = n mithin T(J)= (9) 

und nach (7) 


r(n + i) = 


1.3.5 (2n — 1) / — 

2" 


(10) 


Hiervon lassen sich sogleich Anwendungen machen. Setzt man • 
z. B. in der Gleichung (4) p — n ■+■ 1 , q = 4 , so wird 
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/ *= 
*. V l—x 


+ i 1 - r ( » + j) ni) _ 1 . 3 . 5 (2n - 1 ) 

~ “ » - v* 


2 .1.2.3 n 

oder wenn man links xz=z z setzt und mit 2 beiderseits diridirt 


I 

f 


2 f/z 1.3.5 (*2/i — 1) n 

9~ 


VT 


.2 


2.4.6 ,...(2«) 


(H) 


Setzt man dagegen in (4) 77 = 77+1, r/ = $, so wird 

n+1 . 

. 1 . 2 . 3 . . . n .>/ n 


f xdx _ r(H+i)r(|) _ 2 . 1 . 2 . 3 .. 

- , / 1 — X /■("+ 1 + 4) 1.3.5 (2 n 

und wenn man Wieder x = z x setzt und mit 2 dividirt 

2.4.6 (2 m) 


/ 


.* 2n + l 

i az 


/l_ z * 3.5.7 ,...(2/i+ 1) 


( 12 ) 


Die zwei auf diese Weise erhaltenen Formeln (11) und (12) lassen 
sich übrigens auch auf anderem Wege, namentlich durch Reduktions- 
formeln entwickeln. 


§ 


. 3 . 


Aus der Gleichung (6) kann man noch durch folgenden Kunstgriff 
eine interessante Eigenschaft der Gammafunktionen ableilen. Man setze 

der Reihe nach für fi die Brüche — , — , — n ^ in ^denen 

71 11 71 " ‘ “ 71 ’ 

n eine positive ganze Zahl bedeutet, so ist: 


sin — n 
n 

r & ' (—) = -V 

sin —n 
n 
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. 3 
sin — n 
n 


r (HV( 7 )= Ti^T 


sin n 

n 


r(— ) r(-) = ” 

v « > 'nt . m - I 
sin : 


Multiplizirt man alle diese Gleichungen mit einander, so ergiebt 
sich leicht durch die Bemerkung, dass die zweite Vertikalreihe links 
dieselbe ist wie die erste, nur in umgekehrter Ordnung geschrieben, 


( r (-j) r (v) r (i) ' 


n 1 


1.2 3 

sin — n sin — Ti ttn — n 
n n n 


. n — 2 . n — 1 

sin t* sin 7i 


(1) 


Es ist aber nicht schwer den Werth des im Nenner stehenden 
Produkts unabhängig von der Theorie der Gammafunktionen aufzufinden. 
Hierzu dient folgende Betrachtung. 

Zuvörderst ist überhaupt 

, m „ . 7« m _ . m .71 — m 

sin — 7i = 2 sw „ - 71 cos »» = 2 sin »— 71 sin - 3 — n. \ 

n 2 n 2 n 2 71 2 n 


Wenden wir diesen .Satz für m = l, 2, 3, ... n — 1 an und mul- 
tipliziren alle so entstehenden Gleichungen, so wird 


1 .2 .3 

sin — Ti sin — ti sm — n 
n n n 


71-2 


71-1 


»t.l .2 .3 71 — 2 .71 — 1 

“2 sin JJ— 71 JIM 3 — 71 Sill -fr- TT ... Sill -3 77 Sill -3 71 


2 71 


2 « 


2 71 


71 — 1 .71-2 .71 — 3 .2 .1 

X 5171 -3 71 Sin — 77 5171 -3 77 .... Sin 77 5171 77 

2 7t 2 71 2/1 71 71 
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d. i. 


sin — n sin — n sin — n .... sin 

n n ii n 


i* — l 


~* L 


0 »_tr. 1.2.3 . n -2 

— 2 \sin n sm n sin — n sin — 7 ; — n 

l 1 n l n 2 n 2 n 


n — 2 , n — 1 W 


sin — ~ — 7i 

2 ti 


( 2 ) 


Es kommt also blos darauf an, den NVerlh des zweiten Produktes 
aufzufinden. 

Nun hat man aber für jedes positive ganze und gerade m 
sin m x 

( . 3. 0 2 , X 2 A 2 \ 

m . mim — l ) . 3 , mim — 2 )(m — 4 ) . 5 

t 5 "‘ x — ox“ un *+ -üxt. 5 — fm * ~ -• 

. /_ 1 S + 1 w(.7i a -2 a ) (7« a — 4 2 ) .... ( m*— /»— 2*) , | 

*) 1 *i / « . . i\ 


oder durch Multiplikation mit ^ ^ 


1 .2.3 ....(/«— 1) 
“+ 1 


1(71 X COSX 


und umgekehrte Anordnung 


der Reihe 


7 lS + ‘ - 

( — I) Sill 771 X 

sinx cosx 


m ( m 1 — 2 1 ) — 4 2 ) .... (in 2 — m — 2 . »>_2 

1.2.3 ... (m — 1) ,m " 

, , |.'5 + *w(>n — 2 ) . z , , | .” + * 

.... + (— 1 ) 'TTJ^ w,it +( - l) m - 


Es ist ferner durch Zerlegung 

771 (m 2 2 2 ) (77. 2 4*) (/7I 2 771 — 2 ) 

1.2.3 .... (m — 1) 

77. (771 — 2) (777 + 2) (.71 — 4) (»11 + 4) .... («1 — 771 — 2) (777+ 771 — 2) 

1.2.3 .... (7/1—1) 

(tti — 2) (m— 4) (in — 6) ... 4.2. 7?i(77i+2)(i7»+4) (tii+ 6) ...(2ii»— 2) 
1.2.3 (7/7—1) 

2.4.6 (777 — 2) 771 (7/7 + 2) (2 777 — 2) _ „m—l 

1.2.3 .... (777— 1) 

Scblomilch, Aualyt. Studien. 2 
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m ^ 

und diess ist der Coeffizient von sin x in der obigen Gleichung. 
Durch Division mit demselben geht sie in die folgende über 


m 2 . . m 4 . , m fl 

nti x — A . sin x 4- A A sin x — ... ' 

1 m_0 


• • + (— sinx + 


(~i r 


+ 1 . 


n 1 


/ ,x"+* • 

-( — 1) sin in x 


sinx cosx 


worin A 4 , A m e , .... A^ zur Abkürzung für die Coeffizienten ge- 
braucht worden sind. Die vorstehende Gleichung lässt sich aber auch 
als eine algebraische anschcn, in welcher m — 2 der Grad und sinx 
die Unbekannte ist, wenn man nämlich die rechte Seite gleich Null setzt. 
Diess geschieht z. ß. durch die Wcrthc 


2 n An 6n in — 2 n 

2 in 2 in 2 m 2 m 


2 n _ An 
2 in 2 m’ 


6ti 
2 m 


in — 2 7t 


deren Anzahl m — 2 beträgt. Für alle diese ist 


. m — 2 . m_4 ( — 1) 

«Ti x — A m ^ sin x + .... + 


m 1 


= o 


( 3 ) 


und folglich sind mit anderen Worten die m — 2 Grossen 


. 2 n 
S,W 2 m 

. 4 71 

«n — , 

2 m 

. ;/i — 2 n 
. Sill ♦ 

2 m 

. 2 n 

* in ei“ » 
2 m 

. 4 n 

~ Sm 2 Tn * 

. m — 2 n 

.... — sin — 

2 777 


die in — 2 Wurzeln der algebraischen Gleichung (3). Nach einem 
bekannten Satze von den Gleichungen ist nun das letzte Glied in (3) 
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2 

das Produkt aller Wurzeln, mithin weil rechts — — Faktoren 


negativ sind 


(- 1 ) "» 
.n 1 


. f . 2 rr .in .6 n . m — 2 n l 2 

— 1) Ism — sm — — sin — .... sin I 

t 2 m 2 in 2 m 2 m ' 

Setzt man die gerade Zahl m = 2n und bemerkt, dass ( — 1) 


»+‘ 


= (— 1>™ 1 ist, so ergiebt sich 


f . 1 

Ism — n 

l 2n 


. 1 .2 . 3 

-ii jm — re sm — n 
2 n 2 n 


. « — 2 
sm 


-2 l 2 n 

2» ”J 


womit das fragliche Produkt in (2) gefunden ist. Man hat jetzt 
nach (2) 


.1.2.3 . n — 1 

sin — n sm — n sin — n ...... sin n 

n n n n 


n 

. n 4 


und durch Substitution dieses Wertbes in (1) 

r (i> r d) r (i) 'C^ 1 ) = PP 

ein zuerst von Euler entdecktes Resultat. 


(•») 


Cap. II. 

Ute Addition und Multiplikation der Gammafunktionen. 

§. 4. 

Wenn eine Funktion ihrer Natur nach gegeben ist, so lässt sich 
immer folgende allgemeine Aufgabe stellen: es sei in f(x) einmal x=n 
und dann x — b y wie muss man nun die Grösse c wählen, damit 
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f(c) = f(n) + f(b) werde? Diese Aufgabe, welche man die der Addition 
gegebener Funktionen nennt, kann bei manchen Funktionen auf grosse 
Schwierigkeiten führen , in so fern zur Bestimmung der Unbekannten c 
vielleicht höhere algebraische oder transscendentc Gleichungen etc. auf- 
gelöst werden müssen. Dagegen glückt es häutig, die gestellte Forderung 
zu erfüllen, wenn unter den gegebenen Grössen a, b , oder wie viel 
ihrer sonst sein mögen, eine bekannte Heialion oder eine Rekursions- 
skale statt findet, und wenn ausserdem noch die Grössen f(a), f{b) etc. 
vor ihrer Addition mit gewissen constanten Coeffizienten multiplizirt 
werden. Das Binomiallhcorcm giebt hiervon einen einfachen Fall. Be- 
zeichnen wir nämlich x ‘ mit fx,fi), so ist itn Allgemeinen die Summe 
der Reihe 


A f(x, a ) + B f(x, b) + Cf(x, c) + ... -f N f(x, n) 


nicht wieder durch die Funktion f darstellbar , so dass dieselbe etwa 
= /"(?, n) wäre, worin g und a aus x und a, b , ... n zu bestimmen 
wären; in dem Falle aber, wo « = 0, 6 = 1 , c= 2 , ... n~n, A~ 1 , 


ß = C. 


w(n — 1) 
: 1.2 


etc. ist, hat man nach dem Binomialthcorem 


f(\ + x, n) — f(x, 0) + ~y f(x, 1) + - j-- g -/"(*» 2 ) + •••■ + f(x, n). 


Es wäre nun zu versuchen, ob man nicht vielleicht in dieser Weise 
das Problem der Addition der Gammafunktionen lösen und für dieselben 
einen Satz aufslelien könnte, der hier den Platz ausrüllte, welchen in 
der Potenzentheorie das Binomialtheorem einnimmt. Es soll Dicss durch 
die folgenden Untersuchungen geschehen. 

Nach einem bekannten Satze ist für jeden beliebigen Bogen u und 
ein ungerades n 


fi zi* — 1* .2 , (»*— 1*) (n 2 — 3 2 ) . 4 

= cot ti [l J75 - ,m “ + 1^27374 J 


wobei die Reihe so weit fortgesetzt wird , bis sie von selbst abbricht. 
Nimmt man u = / — I Ix , so wird 
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1 ( nix — 1 f n 1 1 

co,n« = T (e +e J = T (- + 

1 r /x — /.r*| 1 ( 1 'i 

cosu = Y [ e +e *\= Y [*+-} 

. / - 1 fl* — Ix) </ — 1-, 

tm u=l ^ Je -e J = _ 


Führt man diese Wcrthe ein und zerlegt zugleich die Differenzen 
n — 1 i “ — 3 , etc. in Produkte, so ergicht sich: 

n , 1 

* + ~i 

X 

= (*+I)( I+ ^±^<pi>(._i)‘ 

. (» + 3) (n -)- 1) (n — 1) (« — 3) f 1 


2 . 4 . 0 . 8 


(*--) + ••••)• 


Setzt man die ungerade Zahl u = 2 m -f 1 und dividirt beiderseits 
mit x, so wird noch 

1 


2m I_ 

* ^ 1^+2 


— 1 ^ , (»*+2)(«+l)w(m+l)y 1 \ 4 , i 

v'l + 'lTsrv*-*; + i “ 2 . a. 4 — l*-*) + -J 

wo nun m jede beliebige positive Zahl bedeuten kann. Zugleich wollen 
wir zur Abkürzung: , 

*r i ir (in-f“i)nt _ (m+2)(m+l)m(m- 1) , 

o 1 ’ ~ 1.2 ’ M * ~ 1 .2:3.4 elc - <*> 

setzen, so dass 


.r 2m + 


1 


2 11*4-2 


.r 


=('+?) K + *, (*-~o‘ +*.(*- |)‘+ ) 


(2) 


ist. Diese Gleichung giebl , wenn inan sic mit 


< -1 ROV.A v.') 

<tZjORiQ ^ 
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dx 

, P+i 

(**+?) 

multiplizirt und zwischen den Gränzen x = 0 und x = 1 integrirt : 

dx 


I 2m | I | 

/ x dx ^ /» dx 

U + i)*' J 


M+i 


(* + 
r ( 1+ Jo rf * 


=*. / — r^ + J/ ‘ / 


( 1+ .i) 


M 

, ^+i v x ' 

(*■+?) 


1 \ 1 


>(3) 


r( l +^V* , ,, 4 /* C 1 -?)^ ,/ 

+ * / +jW . / r^+i^-x) +•• 


% ( f2+ x i ) 


0 (**+?) 


liier lassen sich nun die Werthe sämmllicher Integrale nach einigen 

kleinen Reduktionen mit Hülfe der Gainuiafunktionen ausdrücken. 

I. Setzt man in dem ersten Integrale links x=zy, im zweiten 

1 * . . 
x = — , so ändert sich das erste der Form nach nicht, für das zweite 

y 

wird dx = — ( ~i folglich 2 m + 2 = —y 2m dy, wenn ferner x die Werthe 

y x 

0 und 1 angenommen hat, ist y = — in oc und 1 übergegangen. Die 
linke Seile von (3) ist also 


■ 2m i 

/ ?/ « y 

(* 2+ 7) 

1 

7 


2m * 

y •’y 


r + 


(/+,?) 


/ * y j'y 

, " /<+ i 

) 

/ * 2m * 

* y <[y 

i ,,+i 

(**'+?) 
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Da hier beide Integrale die nämliche Difl'erenzialformel enthalten 
und nur in den, Gränzen verschieden sind, so kann man sie nach dem 
Satze 


f f(y) *iy + f fi'j) <ty ■= f f(y) <iy 

Ja Jb Ja 


in ein einziges zusaminenziehen , nämlich in das folgende: 



Selzen wir noch y* = r , also 4 y* dy = dr und y — r T , so geht 
unser Integral über in 

J_ C* T i(li+m - l) dr 

4 / , f+i 

(1+r) 

dessen Werth sich nach Formel (3) §. 2 ermitteln lässt, wenn man 

dort p — 1 = i (fi + m — 1), p + q = P + i folglich p —— ^ 

* 

_ u — m M 

und q = — ^ — setzt. Man erhalt so : 


, r(=±f±l) r(tf=) 

4 ' r(,+|) 


( 4 ) 


als Werth der linken Seite in (3). 


II. Die Integrale auf der rechten Seite in (3) stehen sämmllich 
unter der folgenden allgemeinen Form: 
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aus welcher man sie erhält, wenn man der Reihe nach n=0, 1, 2,3 etc. 

setzt. Nimmt man noch x — z, so wird =- — ds — dz oder 

x x 

(1 + ^i) dx — — dz; wenn ferner x dieWcrthc 1 und 0 angenommen 

hat , ist entsprechend : = 0 und s = o e geworden. Durch diese Sub- 
stitutionen nimmt unser Integral die folgende Form an: 



Oc 0 


aus welcher für : = \f'l r entspringt 



d. i. nach Formel (3) §. 2 für p — I = n — $ , p q = p + | also 
p = n + ^ und q — p — n . 

_ 2 "_ r(n + yr(fi-n) 

2 ' ,+1 - *> + *) 


Nehmen wir hierin n = 0, 1, 2, 3 etc. so erhalten wir die 

Werthe der einzelnen in (3) auf der rechten Seite vorkommenden Inte- 
grale ; setzen wir auch für die linke Seite ihren unter Nr. (4) ge- 
fundenen Werth, so ist jetzt nach beiderseitiger Hebung mit Ffiu + i), 

T r(«± fti) r(Cr_”) 

= I U) r<p) + w 2' r<t) r(p- 1) + ar 2 1 n\) r( M -2)+....). 



Die Addition und Multiplikation der Gammafunktionen. 25 

Führt man die Werlbe von yV, ,V , M etc. aus der Gleichung (1) 
wieder ein und erinnert sich, dass 

— 'S n < ^~(§) — : i F'fJJrr — — \f n etc. 

2 * 


_**+! 


ist, so erhält man nach beiderseitiger Multiplikation mit — — - das Re- 

/ * 

sultat in folgender Gestalt: 


TT r ( e± f ±i ) ''(t) 


= n r((i _ 2) + 



Will man Gammafunktionen aussdiliesscn, deren Veränderliche 
negativ ist, so muss man n>m nehmen. Es wird dann auch auf 
der rechten Seite keine der Grössen ft — 1, fi — 2, i . . . etc. negativ, 
weil die Reihe mit dem Glicde 


(m -J- m) (in + m — ]) (m - m — 1) 

2 . 4 . 6 . . . . (2 m ) 


r(ji — m) 


abbricht, indem die darauf folgenden den Faktor m — m<0 ent- 
halten. 

Als spezieller Fall ist der Werth m=0 von Interesse. Man findet 
nämlich 


TT ri-P) '(*) = rw 


oder 2 fi für fi gesetzt 


>f n 


r( M )r( ft + {) = ~ r(2/u). 
2 


(6) 


Dividirt man mit beiden Seiten in so erhält man noch 

rq.) _ 2^’ Wf 

+ i) \fn r(-i i u) 

wovon wir nachher Gebrauch machen werden. 

2 * ' 


(7) 
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§. 5. 


Es lässt sich durch ein Verfahren, das mit dem im vorigen Para- 
graphen benutaten viel Aehnlichkeit hat, leicht noch ein zweites Theorem 
über die Gammafunktionen ableiten , welches im Allgemeinen von der 
Form des in Nr. (5) ist, nur mit dem Unterschiede, dass rechts statt 
der einzelnen Funktionen /’(/<), r(j.i — 1) etc. die Quotienten je zweier 
Funktionen stehen, in denen die Veränderlichen jedesmal um den 
Bruch Jj differiren. 

Man hat bekanntlich lür jede ungerade Zahl n und einen beliebigen 
Bogen u die Gleichung: 

n— 1 

( 1 ) 2 COS II u 

n n(n* — 1*) j n(n* — l*)(n 2 — 3*) j 

= T C0,U lTO“ COf “ + T.2. 3.4.5 — 


odor 


(-D 


2 


(n+l)(n— J) , („ + 3)(„+l)(n-l)(n— 3) * 

= «“ “ ~ — 2 3 COi “ + 2 3 4T5 cw “ 


Setzt man hierin u = i/ — 1 Ix und n = 2m+l, wo nun m jede 
beliebige positive ganze Zahl bedeuten kann, so erhält man leicht 

In 1 )" r r 2 '"+‘ + _ Lj\ 

2m+l r + x 2m+i > 

“ + 2757473 


Selzen wir noch zur Abkürzung 

jir_i *, „ _ (m+2)(m-(-l)m(m-l) /lx 

2.3 > ' s— 2. 3. 4. 5 

und dividiren in jener Gleichung durchgängig mit x, so erhalten wir 
Folgendes: 
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(- 1 )" , 1 ^ 

2rn+l + r 2m+2) 

= ^ 1+ ?) K - M , (*+£) + N, (*+ 7 ) - )• 


Diese Gleichung werde nun mit 

dx 



multiplizirt und darauf zwischen den Gränzen a:=0 und a:=l inlc- 
grirt. Es ist dann 




und hierin lassen sich die Wertlie sämmllicher Integrale nach einigen 
Reduktionen mit Hülfe der Gammafunktionen angeben. 


I. Setzt man in dem ersten Integrale links xz=y , im zweiten 

1 

*= — , so ändert jenes seine Form nicht, dagegen wird für dieses 
du 

dx ■= — ^5 und wenn x die Werthe 0 und I angenommen hat, ist 


1 

y = — in « und T übergegangen. Die beiden in Parenthese stehenden 
integrale sind demnach: 
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I 

/ 


2m * 

■V d H 

V+i 


/ 


I ..2 m 




(7 +3 0 


2 ii+' 


* 2m i ® 2m > 

y * y »y , /* y d y 

j («+7, 


V+> 


(»+ ) 


: (*+t) 


oder wenn man beide Integrale in ein einziges zusammenzieht 


/ 


y m */y _ p*y l,,+2m+ ' >1» 


o (*+^) 

-*/ 


/ 


0/+i) 


2/i+» 


2 /4*4*2 m t » | 

y 

2/c-fl 

(i + y 1 ) 


Setzt man noch y* = r, wodurch sich die Gränzen nicht ändern 
und 2i /<hjz=zr wird, so geht das Integral über in 


1 f / + v 

2 / 2//+1 

(1+r) 


1 /'(«+;«+ 1) roi—m) 

2 ' rpfi+i) 


wie man leicht aus der Gleichung (3) in §. 2 für p — I = /t + »i und 
;> + ? = 2^i + l findet. Die linke Seite der Gleichung (2) hat dem- 
nach den Werth: 


(-i) m i r(u+j«+i) r(p— m) 

2m+l ' 2 r(2/u+l) 


II. Die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (2) stehen 
unter der gemeinschaftlichen Form : 
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aus welcher sie der Reihe nach für n =0,1,2,.. hervorgehen. Be- 

1 2 1 2 1 

merkt man noch , dass (x + — ) = 4 + (x — — ) mithin x + — 

= [-f + (-r — — ) ] ist, so kann man das obige Integral auch in 
folgender Form darstellen: 





(* + 






2 


Setzt man hier — 
x 



und 


wenn x dieWerthe 1 und 0 angenommen hat, ist entsprechend z = 0 
und z = oc geworden. Durch diese Substitution geht das Integral 
über in: 



woraus sich für i = 2 •fT ergiebt 



J. (1 + rf-" + ' 


rg ) n f ,~ n ) 

2 2 '“ +1 /'(m — « + ?) 


(•*) 


Setzt man nun für die linke Seile in (2) ihren Werth aus (3) 
und in dem vorliegenden Integrale der Reihe nach n = 0 , 1 , 2 , 3, . . . 
so hat man 


\f n 
2 2e+l 


K 


( — 1) 1 r(u +/n+ 1) F(« — m) 

2 m+i ' T 

rfr ) 2 1 rfa - 1) 2 4 r(«-2) 

ro*+i) ” iin- 1 + 4 ^ i\n - 2 +^ 
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oder vermöge der Werthe von jlf , fl, ... etc. in (1) 

(-l/V*“ rp.+w+l) r(u-m) 

(2m+l)/ü' C'C 2 #*+ 1 ) 

J» (m 1) m 2 1 r(n — I) 

— fV+f) 2.3 ' r(/z— I+i) 

(m-|-2)(m+l)m(m — 1) 2 4 r(ft — 2) _ 

2 . 3 . 4 . 5 TO«— 2+^) 

wobei noch sein muss, wenn man solche Gammafunklionerv, 

ausscbliessen will , deren Veränderliche negativ sind. Man kann diesem 
Theoreme auch noch eine andere Gestalt geben. Nach Nr. (7) im 
vorigen Paragraphen ist nämlich wenn mail n — n für (j. setzt 



r(u— n) _ 2 2 '* -1 r(n—n) 

r(M-n+i) ~ 2 2 Y~ A* #»—*») 


und hiernach erhält man nach (4) 


2 2 V(j) r(n-n) 2 

2 2/1+1 r(Ai-«+4) 4 


r(«-n) 

r(2ju— 2n) 


und dies ist jetzt der Werth der Form, unter welcher alle Integrale 
in (2) stehen. Es wird daher für n = 0 , 1 , 2 , 3 , ... aus der 
Gleichung (2) 


(-lf i rou+m+i) r( h -m) 
2 M+r 2 r(2 f ,+l) 


_ ± [ M - 

— 4 I rt 2,0 




rpi— i) 2 

/•(2,.-2) 


+ i*f 


rp *- 2) 

r(2^— 4) 


) 


oder 


(~I) m 2 f(|U+m+l) r( n—m) 

2 /«+ 1 ' r(2>+i) 

!'(») (»i+l)m r(.<— l) , (m+2)(m+l)w(m— I) 

2 . 3 /’(2/it-— 2) + 2 . 3 . 4 . 5 I\ 2fi— 4) 
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wo wieder fi^>m sein muss , wenn keine der Grössen fi — 1 , /u — 2, 
fi — 3 etc. negativ werden soll. 


§. 6 . 


In ähnlicher Weise, wie wir das Problem der Addition der Gamma- 
funktionen gestellt hatten, können wir auch die Multiplikation derselben 
verlangen. Wir haben in der Thal schon eine Relation kennen gelernt, 
welche zeigte, wie das Produkt einer Partie von Gammafunktionen 
wieder durch eine Gammafunktion ausgedrückt werden kann, voraus- 
gesetzt, dass unter den Veränderlichen in den Faktoren eine gewisse 
Rekursion stattfindet. Es war diess die Gleichung (4) in §. 3. Die- 
selbe bildet aber nur einen speziellen Fall eines allgemeineren Theore- 
mes, wonach das Produkt 

rwF(, + I)r(p + i).... r (P + ^) 


worin fi beliebig, n eine positive ganze Zahl ist, durch eine einzige 
Gammafunklion dargestellt werden kann. Bevor wir aber die Ableitung 
desselben geben, müssen wir erst noch einige andere Betrachtungen 

anstellen , welche die Verwandlung von in 

dfi 

tegral zum Zwecke haben. 


ein bestimmtes In- 


Wenn man die Gleichung 



mit du multiplizirt und zwischen den Gränzen u = a, u =? ß integrirt, 
so ist 



kehrt man aber links die Ordnung der Integration um, so ist das 
Doppelintegral auch gleich 





(2) 
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und mithin haben wir durch Vergleichung von (1) und (2) 

f\r" j 

also z . B. für ß=.x, a = l 

rv-r") t =Lc <?> 

Jo 1 

wovon wir sogleich Gebrauch machen werden. 

Differenziirt man die Gleichung 

j' r #t V" *dx — T(n) 

nach u und bezeichnet kurz mit r'Ou), so, ist 

d f i 

/ 

J ' 'e - *dx Ix — r'(/<) 

und wenn man darin die Gleichung (3) substituirt 

/’* 1 — r f* ,-t _ x /wZ< 

r (/u) = x e dx (e — e ) — 



oder durch Integration der einzelnen Glieder 


r' 0.): 


f x n~x — x • r x dt~> r x r 

— I x e dx 1 —e — / x e dx I 
Jo Jot Jo Jo 


*dt _ X, 

T e ■ 


(4) 


In dem ersten Doppelintegrale kommt bei der Integration nach t 
kein x vor; das Doppclintegral verwandelt sich daher in ein bloses 
Produkt zweier Integrale und ist 



Im zweiten Doppeliutegrale lässt sich die Integralionsordnung um- 
kehren, so dass man zuerst nach x integrirt, wodurch man erhält 



= cm/ 


.* c« I 
‘ (1 + 0 '* 
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Hierdurch geht die Gleichung (4) in die folgende Aber 
, i* dt —i r* dt 

r U») = - r <"> / 

Jo 1 Jo <<1+0* 

woraus sich unter der Bemerkung, dass ist, leicht 

1 ( u ) du 


die Formel ergiebt: 

dir(,,) 

du 


r* dt _ , r* 

Jo T e - 7 


dl 

mW 


(S) 


Diese Gleichung ist noch einer bemerkcnswerlhcn Transformation 
fähig. Man kann nämlich identisch setzen 

dl TM . 

d fl j 

_ -i r* <u , r* i i ( (f>) 

7„ <7 7„ <(i+o J o l,i+< ~ (1+<) t*J < ] 

indem sich das zweite Integral gegen das erste ans der Parenthese 
entspringende hebt. Hierbei sind die zwei ersten Integrale von n 
frei, bilden also eine Constante, deren Werth sich leicht dadurch be- 
stimmen lässt, dass man die Integrale selbst als die Gränzen betrachtet, 
denen sich die Ausdrücke 


r d ±v' u„d r 

da* J n 


dt 

„ <(1+4) 


für wachsende n nähern. Nun ist aber, wenn man für c die gleich- 

1.1 1 

geltende immer convergente llcibe setzt und 111 y — T+T 

zerlegt, 


r n dt-t r n 

JoT' -J-t 


n dt 


(1+0 


r r 1 1 , < <* . < 3 1 

[t 1 1 . 2 1.2.3 ' 1.2. 3. 4 I 

■ -/:?+/: 


dt 


dt 

i +< 


Schliimilcli , Annlyt. Studien. 
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r n dt 

Hierbei liebt sich das Integral J — und es bleibt rechts nach 
geschehener Integration noch übrig 


1 n 


I n 


-rf+f-ri-rrn + + ' ( ” +1) 

1 « . 1 »* 1 ” , , lflJ.il 

= ln — T T + 2~ lT2 3 _ " 073 + -• +^ 1 + „) 

Nun hat man aber bekanntlich folgende unter allen Umständen 
convergirende Reihe für den Iutegrallogarithmus 

/• 1 lU , 1 1 1 (/«)* 1 (!«)’ c 

ha=y/((/«) ] + y y + y * jTgT + T 073 + + 

wo die Constanle C= 0,577 2156 ist. Setzt man hierin u = e 
so findet mau 


1 


, 1 n 1 n~ 1 71 ... — ». _ 

ln -y T + y | 72 ~ T* IT273 + = ,<(e )_ c 

folglich nach dem Vorhergehenden 

fM'~ f'am = ,i(r '> ~ c + ,(,+ ^ 

und für unbegränzt wachsende »1 

f. T'~'~ f‘ i(R3) = " (0) ~ C - 

Pa aber 

_ f* dx 

"" = J.s 

ist, so folgt li (0) ~ 0 mithin 


% Q 

r fr-- f 

*' 0 1 * « 


rft 

<(l+0 


= — c 


(0*) 
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Hierdurch geht die Gleichung (G) in die folgende über 


fUFM 


tift 


=-<+/ (tV, 


1 dt 
(1 + tf] 1 
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(7) 


welche sich noch eleganter gestaltet, wenn man . ■■ ■ =<x setzt, woraus 

1 -p I 

* — — ^ ■ und dt — — ^ folgt ; ist ferner t = oe und t = 0 gewor- 

den, so hat jetzt x die Werthe x = 0 und a:=l angenommen und 
daher ist auch 




oder 


~d^=~ C+ / ~r-x Jx ' ( C = 0,5772150 


(8) 


Diese Gleichung bildet die Basis für alle unsere ferneren Unter- 
suchungen. 


$• 7. 


Mit Hülfe des soeben gefundenen Satzes kann man nun ohne 
Schwierigkeit das Theorem entwickeln, welches im Anfang des vorigen 
Paragraphen erwähnt wurde. 

Setzt man in der Gleichung (8) fi -f- — für /u so ist auch 


dm h +- n ) 

dfi 


— -C + 



ilx 


oder, wenn man rechts a: = z” nimmt 






=-c + 


■fr- 


np+m — 1 

di . 

l-x 
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Denkt inan sich in dieser Gleichung für m der Reihe nach 
0, 1, 2, — n — 1 geschrieben und addirt alle so entstehenden n Glei- 
chungen, so erhält man 

nn.) . . '»'•('■+■;) . . < “ r (»+~) 

dfi d ft il fi dfi 


=-.c + . + . + ■• + 

woraus sich unter der Bemerkung , dass 


+ 


dz 


n 1 1 — t 

l+Z+i»+.... + Z = L-L. 


ist, crgicht 

«(rwr(, + i) i> + |) r(„ + ”-=i)) 


d fi 

l»__l 


/ * n — .1 I 

Setzt man ferner in der Gleichung (8) na für ft , wodurch n dfi 
an die Stelle von dfi kommt, mulliplizirt darauf beiderseits mit n und 
schreibt z für x, so ist 


dir{, 

df, 




Durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorigen ergiebt sich 
d 


r(,<) r(u + ~) r(„ + -i) ... 


ro'v) 

] 


/»' »_1 


(») 
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Der Werth des Integrales auf der rechten Seite ist sehr leicht zu 
finden. Man hat nämlich 



j-—- | d- — +/(!-*) 


folglich 




+ ** + 


+ * 


’) 




— hi . 


Demnach ist vermöge der Gleichung (1) 

i j '•MIV + 1) r(.. + i) .... r( ; . + ’^-!) 

dy~ I /'(*/») 

= ~ nln = *( 4 ) 

U 9 


wobei die rechte Seite in Bezug auf y constant ist. 

Multipl^zirt man beiderseits mit dy, integrirt hierauf und bezeichnet 
die Conslantc der Integration mit Ik, so ist 



woraus sofort folgt 

r(„) r( f , + ±)r(y + ^) r(<< + ’i=^) = r"“ k rwo . ( 2 ) 


Um noch die Conslantc k zu bestimmen, nehmen wir y — — ; es 

' n 

wird dann : 




Diqitized 


38 


Cap. II. 


r (T,) r (~) r d) r (~) r o=^- 

oder weil /’(— ) = T(I) = 1 ist 

* = " r (7) r & r (£) r£=!) ■ 


Nach Formel (4) §. 3 ist aber 

rt 1 

r (!r) r (4) r (4) r(^) = (U)’ 

folglich wird jetzt 


Durch Substitution dieses Werlhcs in die Gleichung (2) erhalten 
wir jetzt das schöne Theorem: 

r Wr(^+i) r (^ + 4) 

n — 1 

= n ~ n>, { 2 a) 2 r(n H ) 

das zuerst von Legendre bewiesen worden ist *). 



*) Der sinnreiche Gedanke, diesen Satz mittelst eines bestimmten Integrales 

für ^ abznleiten, was ofTenbar der direkteste Weg ist, rührt vonLejeune 

dfi 

Dirichlct her, worflber man Crell c’s Journal für Mathematik Bd. 15, 
S. 258 nachsehrn kann. Daselbst wird die Gleichung (5) V C unmittelbar benutzt, was 
aber einige Unbequemlichkeiten verursacht. Ich habe es daher vorgezogen den 
Beweis des Legendrc’schen Theoremes nntcr Anwendung der Gleichung (8) §. 6 
zu luhreu, wodurch die Rechnung an Einfachheit und Eleganz gewonnen haben 
dürfte. 
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Cap. III. 

Reihen und Produkte zur Berechnung der Gamma- 
funktionen. 


§. 8 . 


Die Formel (8) in §. ö dient uns als Ausgangspunkt für das 
Problem, die Gammafunktionen in Reihen und Produkte zu verwandeln. 
Es ist vermöge derselben 

d JBJ±t> = _ c + A=^' <*) 

dfi J 0 1 — x 

Andererseits hat man 


— 1 •+* a; -j~ ä -1 -f- -j- ;r + 


1 — x 


1 — r 


folglich 


diry+f.) 

du 


— — c + £ ( l +x + x'+ + X ’j (I— x 1 ') dx 

und durch Integration der einzelnen Reihenglicder 

rf/£X]^)_ 1 1 1 + +1 

dfi ~ c + l + 2 + 3 + + 71 


+ ’2+(u "^"3 +#« 7i + ^ j 


+ #*J 


+ 



x dx 


woraus sich nach Vereinigung je zweier entsprechender Glieder in den 
unter einander stehenden Reihen ergiebt : 
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,ur( i + ,<) 

d h 


= -c+-. 


1 

+ "ö 


I 1+ ft- 1 2 2+ ft 

r i m 

+ / *"***• . 


f* t 1 i“ , , 1 i /0 , 

+ T';{- /4 + - + 1T'«+^ >(*) 


Es liegt nun der Gedanke sehr nahe, die Zahl », welche die 
Gliederinenge unserer Reihe angieht, ins Unendliche wachsen zu lassen 
und hierdurch die endliche Reihe zu einer unendlichen zu machen. 
Zur Ausführung dieser Idee ist aber nötliig, dass wir die Gränzc be- 
stimmen, der sich das Integral 



x t/.r , 


welches den Rest der Reihe bildet, für unhegränzt wachsende n nähert. 
Diess lässt sich durch folgende Relrachtungen erreichen. 

1) Setzen wir erstlich ft als positiv voraus, so können wir be- 
haupten, dass die Funktion 


1 — x 


nicht unendlich werden kann, sobald x das Intervall 0 bis 1 durchläuft. 
In der Thal könnte der fragliche Bruch nur dann unendlich werden, 
wenn sein Nenner 1 — x in Null, also x in 1 überginge; dann wird 
aber wegen des positiven ft auch der Zähler =0 und der Bruch stellt 
sich unbestimmte Form g, deren wahrer Werth in diesem Falle ~ft 
ist, wie man mittelst der Differenzialrechnung leicht findet. Da also 
die genannte Funktion nicht unendlich wird, wenn x von 0 bis 1 geht, 
so müssen das Maximum und Minimum , welche sie hei der erwähnten 
successiven Aenderung des x gewiss einmal bekommt, endliche 
Grössen sein. Bezeichnen wir sie mit A und ß, so ist für das ganze 
Intervall z = ö bis z=l 


A 


positiv und ß — 



1 — x 


negativ 
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folglich weil x inncrlialh jenes Intcrvallcs immer positiv bleibt 

(A — *— '*-) x" positiv, (ß — ^ — r ) x" negativ 
und auch 

I (A — ^ — -)x n dx positiv, j' (ß — I — x" negativ 

% o * * o X 

woraus sich ergiebt: 

f Ax n < Ix > f 1 —** " 


-X fix 


und 


oder 


l H J* fix j -J — x“ fix 

* ll ° 

.1 _ r'i-s _ b 
S+l>. 


Da nun A und ß endliche bestimmte Grössen sind, so nehmen 
die beiden Gränzen, zwischen denen der Werth unseres Integrales liegt, 
bei unendlich wachsenden « beständig ab, und es ist folglich für 
positive n 

I p 

x"tlx — 0 . 

I — X 

1» 


2) Wäre n negativ, also das betrachtete integral der Gestalt 


/ 


fix 


so ist die vorige Betrachtung zwar nicht mehr direkt, aber doch mit 
einer kleinen Modifikation anwendbar. Schreibt man nämlich dasselbe 
in der Form 



n—/t 

x 


fix 


3 * 
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,*_1 

so gellen jetzt für die Funktion ganz dieselben Bemerkungen, 

1 — x 

Ihr Maximum Ä und ihr Minimum B' 


i 

1 — x 


wie für die frühere 

1 — x 

sind nämlich endliche Grössen und man erhält nun durch den nämlichen 
Gcdankengang wie vorher 


ä ^ /V-i 

n—u+1 ./ I — x 


ilx > 


K 

n— ju+l 


Pa hier die beliebige Zahl v > ft genommen werden darf, so folgt 
jetzt für unendlich wachsende n 

Lim. f — .t n — ^ <lx — Lim. I — — — x"dx r= 0 . 

„ 1 — x 1 — x 


Es nähert sich also das in Nr. (2) den Rest bildende Integral für 
jedes fi bei unendlich wachsenden n der Gränze Null. Zugleich wird 
die Reihe eine unendliche und es entsteht die Gleichung: 


dir(l+ f .) 


— — c + 








in vif. 


( 3 ) 


aus welcher verschiedene Folgerungen gezogen werden können. 

Unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth von /i ein 
achter Bruch ist, lässt sich die Reihe auf der rechten Seite in eine 
andere umsetzen, welche nach Potenzen von fi fortschrcitct. Man kann 
nämlich der obigen Gleichung folgende Gestalt gehen 


r//r(l + /<) 

df. 





IL 

2 


1 + 



ff 

3 



+ .... 
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und nun jedes einzelne Glied nach dem Satze 

y^y { = « — U + n — « 4 + . . in inf . , + 1 > u > — 1 , 
in eine unendliche Reihe verwandeln, sobald die Bedingungen 

!>y >-l, 

erfüllt sind, welche sich sämintlich auf die erste reduziren. Man hat 
demnach für 1 > fi > — 1 , 

>UI\ l + fi ) 

tlft 

= - c +t(t-(t)'+(t)’-(t)'+-J 

+ T(f-(f)‘+(l)’-(fl 4 + •) 

+ 


Nimmt man diese Reihen iu vertikaler Richtung zusammen und 
hczeichuet zur Abkürzung die Summe der convergenten Reihe 


J 1 
1 " + 2“ 



mit S so ergiebt sich: 


‘iira+y) 

,! h 


c+s^-sy + sy- 



Durcli Multiplikation mit dfi und Integration entspringt hieraus 
die wichtige Gleichung *) : 


*) Legend re schlägt gerade den umgekehrten Weg ein; er leitet zuerst 
die obige Gleichung aus einer Formel ab, die wir in §. 10 kennen lernen werden, 
und reduzirt darauf die Formel (3). 
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//’(!+/<) = - c f t + j sy - * sy + « sy - 

+ !>,<> - I. 


( 5 ) 


Eine Inlegrationsconstante ist nicht hei/.n fügen , weil für fi = 0, 
/r(l) = /I=« wird lind die rechte Seite sich gleichzeitig annullirt. 
Für negative fi hat man noch 


in i -h) = cp + i sy + » sy + 1 sy + 


( 6 ) 


Wüsste man den Werth der Constanlen C nicht, so könnte man 
ihn aus diesen Gleichungen selbst finden, indem man ft nur so zu 
wählen braucht, dass inan entweder r'(l + ^) oder / '(1 — /<) anderweit 
kennt. Dicss ist der Fall für /u = 4; woraus sich ergiebt 

i C=z - /(« ) + *(*)’ S - |(«)’ S + « (J)‘ S - .... 

und 

*c=/(/j)-4 (ir s - J (D* s - « uy S t - .... 

Addirt man die Gleichungen (5) und (0) und bemerkt, dass auf 
der linken Seile 

ini+ft) + ira-n)=i[ra+ri m -#o) = i\t* rw ra-ni} 

= i^~ 

s in ft n 

ist, so findet man 


i/ JÜL 

sin jU 7i 


= IS 


S + \ sy+*sy + 


ein schon anderweit bekanntes Resultat , durch dessen Substitution sich 
die Gleichungen (5) und (G) vereinfachen und in die folgenden zur 
numerischen Berechnung vorthcilhafteren übergehen : 


,r d ^ - » v‘ ~i s y-i v 


( 7 ) 


/r(i— iij— + Cfi + j sy + i sy + 4 s. ^ + .... 


Sill fl 


wobei immer I > f< ]> — 1 sein muss. 


(») 
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Diese Relationen reichen zur Berechnung einer Tafel der Gamma* 
funktionell völlig aus, da eine solche nach der in §. I gemachten Be- 
merkung tiur das Intervall ft — 0 bis ft — 1 zu umfassen braucht. 


§■ 9. 

Die Formel (3) kann auch dazu dienen, die Funktion T(1 -}-/<) 
in ein unendliches Produkt zu verwandeln. .Mu!ti|>lizirt mau nämlich 
dieselbe mit tlft und integrirt unter der Bemerkung, dass 

— f ~ = — f* - *(! +— *0 + Cm*. 

n J n-\~ fi n r v n 


= 


+ Colt st. 


ist, so erhält man leicht 


+ ft) 


i i“ 




— C f t + l{-) + + /(j^) + + Const. 

Die Constantc hcstimml sich durch den speziellen Fall ft ~ 0, 
für welchen sich Alles annullirt, so dass folgt Const. — 0 . 

Schreibt mau noch l(e~ C,i ) für — Cfi und geht nun von den 
Logarithmen zu den Zahlen seihst über, so ergiebt sich: 


C fl f 

e r(I+ju) = 








0 ) 


l+/i 1 + Lfi 1+ifi 1 + ii“ 

wobei C wie bisher den Werth 0,5772156.. hat. Man könnte diesen 
selbst aus der vorstehenden Gleichung finden; denn cs wird für ft — 1 


1 . e 2c 

T‘ ~3 


i 


3e* 4c* 


( 2 ) 


oder 


C=l(\e) + Hle f ) + l(ie t ) + 


G») 
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In dieser Form ist die Reihe wegen ihrer geringen Convergenz 
zur praktischen Berechnung von C untauglich; durch eine kleine Um- 
wandlung erhält man aus ihr eine andere Relation, welche viel brauch- 
barer ist und besonders durch ihre Form intcrcssirt. Sehen wir näm- 
lich die unendliche Reihe (3) als die Glänze der *i gliederten : 

j 

*(*«) + /(i «*) + + - + 'OrqpiO 

an, indem wir hier n ins Unendliche wachsen lassen, so ist 

i 

lc + /(e { ) -I- /(c 1 ) + . . . + l(e") 

+ *(i) + i (V + *G)+ -• + / (^Ti) 



=r Lim. 


\ 1 + '«+ ] + 

( 

i+'j'S'i 



d. i. 

C—Lim. + i + i + { + (4) 


Diese merkwürdige Eigenschaft der Constantc C wird in der 
Theorie des Integrallogarilhmus ebenfalls abgeleitet; man hätte daher 
auch aus ihr die Identität unserer Constantc mit der des Intcgralloga- 
rithmus beweisen können. 

Erhebt man noch beide Seiten der Gleichung (2) auf den Expo- 
nenten n, so wird 


Cp 

e 


.P P a P ii“ *P Ip ,P ip 
lc 2 c 3c 4c 


und wenn man mit dieser Gleichung in (I) dividirl, so ergieht sich 


r(i+/.) = 
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oder 


r(i+p) = 




1 (1+ft) - (2+^) 3 (3+^) 


( 5 ) 


ein seinem Bildungsgesetz nach merkwürdiges Produkt für die Gamma- 
fuuktiou. 

Betrachtet man dasselbe als den Gränzwerth, welchem sich das 
endliche aus (n — l)Faktoren bestehende Produkt: 


o 


3' 


2" fa+fO 3‘"- 1 (3+ / r) 

m 

2.3.4 ... (n— l).»'* 


~ (fi -+■ 1) (ft + 2) (fi + 3) ... (,i+n-l) 
für unendlich wachsende n nähert, so ist 

1(M+ )- Lim. ( 0 , + 1)0< + 2 ) .. („ + „_!)” } 


oder wegen l'(ft + 1) — ft r(fi ) 

1.2.3 n 

/*(/“+!)(/*+ 2 ) •■•(#* + 


r(fi)~ Lim. | 


><-n 
n — 1 )” 1 


( 0 ) 


Diese Formel Hesse sich auch als Definition der Funktion I ’ be- 
nutzen und man würde daraus leicht die hauptsächlichsten ihrer Eigen- 
schaften ahleiten können, wie diess namentlich Gaus s in sehr eleganter 
Weise gethan hat *). Will man eine blos elementare Theorie der 
Gammafiinklion geben, so ist dieser Gedankengang sehr natürlich, er 
ist es aber nicht mehr, wenn es darauf ankommt, die Bedeutung her- 
vorzuheben, welche unsere Funktion für die Integralrechnung bat. 


*.) Die betreffende, mit Reelit berühmte, Abhandlung steht in den Comment. 
Gotting, rec. tom. Ha. 1812. Die Bczeichnungsweise ist daselbst etwas ver- 
schieden, nämlich das obige r(fi) = n(fi—l) oder das Ganssische Il(fi) 
— dem L egcndro'sch en r(/<+L). 
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§• 10 . 

Auch eine Näherungsforme) für r(h) lässt sich ans der Gleichung 

dirji+fj) _ r* dt 

<h< ~ J a t e J n - 


ta+o‘ 


p+i 


(i) 


ableiten, wenn man mit derselben einige Transformationen vorohnmt. 
Schreibt man nämlich im ersten Integrale rechts ui für t und setzt inj 
zweiten *) 


l — e u — 1 , also ^ = 1(1+0 


*) Im Allgemeinen ist es bekanntlich nicht erlaubt in zwei Integralen, von 
denen jedes für sich unendlich wird , deren Differenz aber eine endliche Grösse 
ist, zwei verschiedene Substitutionen zu machen; so wäre es z. B. falsch 
in dem ersten der nachstehenden Integrale 



z — x und im zweiten z" — x zu setzen, denn man käme damit auf das falsche 
Resultat: 


ln = 



f. 


d.r 

1 — X 


— 0. 


Dass aber in dem obigen Falle die dort angegebenen Substitutionen erlaubt 
sind, lässt sich so zeigen. Es ist erstlich 


rf/r(i+ /( ) 

dp 


~J.il ' (!+<)• /(l+l)} * 

+ J' I (l+ir /(!+,; - ^7«} 


indem sich der zweite Theil der ersten Zeile gegen den ersten Tlieil der zweiten 
hebt. Jedes Integral für sich ist eine endliche Grösse und wir dürfen daher 
im zweiten eine Substitution machen, ohne cs itn ersten zu thun; setzen wir 

nämlich t=ze u — 1 so wird jetzt : 
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so geht dasselbe über in 



e a d<o 



und die Gränzen für tu sind »=0 und io = <x>, weil /(l+<) für 
1 5 = 0 und t = ob die Werthc 0 und ob anuirmnt. Es ist demnach 


dir(i+ h ) _ r * (i-- 

t«' 


e "— 1 f 


( 2 ) 


dir(i+/i) 

du 




(l + f)V(l+tj. 



dt 

dw . 


Vergleichen wir dicss mit Nr. (2), so muss, wenn die im Texte stehende Rech- 
nung richtig sein soll, 

f„ ir e ~ (l+/)*/(l+<)l A = 0 15 

sein. Betrachten wir nun das Integral 

f u .W* ~ (1+ tj 7( 1 +7)1 dl ° 

1 t dt 

t e ‘ (1 +<)’/(l +0 

so ist klar, dass jedes der einzelnen Integrale für *>0 endlich bleibt und 
daher sind hier verschiedene Substitutionen erlaubt, nämlich iui ersten t = u 

im zweiten /==<•“— 1; diess giebt 




Sclilümilcli , Analyt. Studien. 
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Andererseits haben wir aber nach einer bekannten Formel*) 


1 



±4_ L_ ~ m 

co + 2 (2 nj' + w* 


2 ro 2 io 

(4 nf + co 5 (ti ttf + io 1 


wobei die Reihe der Funktion auf der linken Seite für alle Werthe 
von w=0 bis w = x glcichgilt. Durch Substitution derselben ergiebt 
sich aus Nr. (2) 


f ÜjT" iT^dco 

dfx J' (tu w ) *J 0 

fc; + -.- + <TO + “ K* 


Der absolute Werth' des Integrales rechts liegt aber, wie man leicht sieht, 
zw ischcn 

'f(l+7){ x_/(l + x) } nn(1 vl x - /(1+x) } 

und dasselbe gilt von dem Integrale 0. Lassen wir * gegen die Null conver- 
giren, so nähern sich die vorstehenden Grössen der gemeinschaftlichen Cränzc 
Null und wir kommen somit auf die Gleichung J zuriiek, woraus andererseits 
die Richtigkeit des in Nr. (2) entwickelten Resultates erhellt. 


*) Nimmt man in der Gleichung 


i < ’ 0, i z = -r — 


2z 


(2»)W 

z — u\{ — t , so findet man sehr leicht 


2 z 
(4 »)' — 


i» — 4‘ 

1 e + e 


2 i“ -i* 

e — c 


1 2co 2u 

U + (2 *)’+«* + (4 *)* + »* + ' 


und hier führt die einfache Bemerkung, dass die linke Seite 


le“+l 


1 


2 « Ui 

C — 1 C — 1 


ist, unmittelbar zur ohenbenutzten Formel. 
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wo man die Werthe der beiden ersten Integrale leicht angehen kann, 
wenn man unter Andern die Formel (3) in §. 6 für x = ft , t = u in 
Anwendung bringt. Es wird so : 

dir( i + /.)_, , i 

. —dj. 'e + ii 


-2 r { 1 




(4„)* + « ü > + -) we du> - 


Multiplizirt man diese Gleichung mit ilft und integrirl hierauf 
zwischen den Gränzen ft — ft und ft = « , so gelangt . man unter Be- 
rücksichtigung , dass 

/ * — um 

we dfi z=zc 

ist, leicht zu der Gleichung: 

ir(l+ft) — ir(l+n) = (fi + ^)lu — fi — {(n + j)/n — »| 

„ r* i 1 l \ , — /« u — »«■. 

+ ‘ J o i(2^“+a,’ + + + - c > d(ü - 

Setzen wir zur Abkürzung 

2 f o | (W+^r* + (W+v + • • • j av,lu> = f(,,) (3) 

so nimmt die vorige Gleichung die folgende Form an : 
fr(i+f<)= ira + n) + (,,+ * )ifi-ft 

— ((« + j) fn — n) + /■(«) —/■(") 

oder* 

ft ~ ft + f(jt) 

+ / T(l + ») — (n -J- J) ln + n — f(n) . 

Die Natur der hier vorkommenden Funktion f ist nun zwar un- 
bekannt, weil sich die in Nr. (3) vorkommende Integration durch die 
gewöhnlichen Mittel nicht bewerkstelligen lässt, man kann aber eine 
Eigenschaft derselben angeben , welche für unsere weitere Betrachtung 
von grossem Nutzen ist. Da nämlich für ein gerades r der Ausdruck 
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1 


(rn) ! a» J 


(das allgemeine Glied der in Nr. (3) vorkommenden Reihe) 


zwischen 0 und . — ^ liegt, so folgt, dass f(a) zwischen den Grössen 
fr n) 


f* ( ] 1 i au 

° Und2 i« |(2lö i+ (4lö* + ”-*| e du> 

enthalten ist, woraus man durch Summirung der hier vorkommenden 
rein numerischen Reihe leicht 

1 fftii 

0 < /"(“) <i^f e (l(0 

d. i. 

°<«*»<IK 


findet. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich sogleich, dass für unbegränzt 
wachsende a 

Lim.f(n) = 0 (5) 


ist. Lassen wir jetzt in der Gleichung (4) n unbegränzt wachsen, und 
benutzen sogleich das vorstehende Resultat, so wird 

ir(l+/.i) = (n + l(* — fz +/(iu) 

+ Lim. { IT(1 + ») — (n+ -f n | 


und da für irgend ein endliches bestimmtes fi alle davon abhängigen 
Grössen endlich sind, so folgt, dass 


Lim. |/r(l + «)-(n + j)/n+n} 


1 


eine bestimmte endliche Grösse , also' eine gewisse Constante sein 
müsse, welche wir vor der Iland mit Ik bezeichnen wollen. Es ist 
demnach 


ira+n)=(n+i t )ii*-n + r(n) + ik ( 0 ) 


und hier giebt der Uebergang von den Logarithmen zu den Zahlen 




T(1 


/O) 



f(t‘) 

L* 
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oder weil r(l+^) == pr(fi) ist 


rn _ k ( n /M , 7 

nh) ~7;(T) e • <' 

Die Constantc k bestimmt sich hier auf folgende Weise: 

Das Legendrc’sche Theorem (Formel (3) in .§. 7) giebt für w=2 

roo i>+i) = r(2^) 

2 2 ^ 


und folglich muss nach dem Vorigen 

k th\ /(m) k /<j»+ i) 

^ e / e /^X i ' e / c 


/#* + i 


= — 
«2/‘ 


Ä /2/U.y ' /(*/») 

^(t) c 




sein. Hebt man hier so weit als möglich, so bleibt 
J» 


, /00 (/r+J) /(i“+i) /5~ M /(2/*) 

ä e • — — e = y ~ 7i (x c 

V e 


woraus 


V + v 

folgt. Da diese Gleichung für jedes bestehen muss , so können wir 
auch fi ins Unendliche wachsen lassen und den Gränzwerlh des Aus- 
druckes rechts suchen. Dabei ist 


Lim - = Lim - 


i 


C + T- 


1 _ 1 

i 


mithin: 


Lim. f (2 fi) — Lim. f (fi- f-,j) = Lim. f(fi) — 0 


k = \[ ~ n 


(8; 
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und demnach geht die Formel (7) in die folgende über 


= 



('•» 


Man kann dieselbe als eine Nähcrungsformel betrachten , wenn 
man berücksichtigt, dass für sehr grosse fi die Funktion f(fi) sehr 
, . /(.») 

klein, folglich e nur wenig von der Einheit verschieden ist; es lässt 

sich daher die obige Formel auch in der Gestalt 
\ 

r(f) = ( 7) ,1 < 1 + V) (,ü) 


darstcllcn, wenn man unter v eine Grösse versteht, welche bei unendlich 
wachsenden /« bis zur Gränzc Null abnimmt *). 

Die so eben entwickelte Formel giebt zugleich ein sehr einfaches 
Mittel an die lland um auch genäherte Ausdrücke für die Fakultäten 

M„+l)...0« + n -l)= r ~r~ 

i («) 

1-2 .... n = r(« + l) 

aufzustellen . durch deren Division man eine Nähcrungsformcl für den 
Binomialkoeffizienten 


0c + »-1)(m + >«-2) 

1.2.3 


(f +”— 1 — » + 1 ) 
. n 


(f*+n— 1), 


*) Diese Formel beweist man gewöhnlich dadurch, dass inan' erst Tür 
ganze positive ft 

fr(l+ i u)=/l + /2 + ... + //« 

setzt, nach einer Summenformel für 

/O) +/(-) +/(3) + +/(/') 

die rechte Seite in eine unendliche Reihe verwandelt und dann zn den Zahlen 
zurückgeht. Diese Ableitung hat aber zwei schwache Seiten; einmal passt der 
Beweis blos auf positive ganze fi und lässt sich nur durch rin sehr ungenügendes 
Räsonnement auf andere /< ansdehncu; andererseits ist die sogenannte allgemeine 
Summenformcl nichts weniger als allgemein und giebt nur dann unzweifelhafte 
Resultate, wenn u. A. /(*) sich lur alle innerhalb des Intervalles a: = 0 bis 
x — p liegende Wcrlhc von x in eine Reihe von der Form A + llx + x' + etc. 
verwandeln lässt, was aber beim Logarithmus gar nicht der Fall ist. 
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erhält, in welcher man nachher für p + n — 1 irgend einen einfachen 
Buchstaben setzen kann. Diese Ausdrücke sind namentlich für die Be- 
rechnung der Wahrscheinlichkeiten hei oft wiederholten Versuchen von 
Wichtigkeit *). 


§. H. 


Wir haben bisher nur Gammafunktionen mit positiver Veränder- 
lichen (Argument) betrachtet und für diese alle wünschcnswcrlkcn Re- 
lationen entwickelt; es liegt uns nun noch oh, die Werthc der Gamma- 
funktionen mit negativen Argumenten, also das Integral 

0 


worin p an sich positiv ist, zu betrachten. 

Es hat keine Schwierigkeit, Integrale dieser Art, auf Gamma - 
funktionen mit positiven Veränderlichen zu reduziren, aber diese 
Reduktion zei$ zugleich, dass die Werthe derselben sämmtlich unendlich 
sind. Vermöge der bekannten Rcduktionsformel 


/ 


urdx — u 




ist nämlich für u — e , e = x 



_I_ Ct%Ix f*L 

JS +1 J JS* 

r* i C 'dx -« 

fix * 1 rj x" 


*) Man vergleiche hiermit das dritte Capitel von Laplace, thrnrie ana- 
lytif/uc de. i prubabUilca , 3™« edilion, page 126, wo dieser Gegenstand sehr 
ausführlich behandelt ist. 
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Auf gleiche Weise hat man p — 1 für p gesetzt 

/ dx — * _ e 1 (* clx ( 


ferner 


/ dx — * 

Jj* = 


, — * 
e 


j*- 2 /“ 




e/ar ■ 

« 

u-2 


Oz— 2)x 

u. s. w. Fährt man so fort bis zu einer beliebigen ganzen Zahl n und 
substituirl jede Gleichung in die vorhergehende , so erbat man leicht 


f: 


dx ~ a 
e 

z +1 


+ 


/* ■ , , , tt — t 

(IX ft(fl—l)x 


+ 


tU^A. 2 

(- 1 ) e 


(-D 


«+» 


^(m— J) — (#* — ; ») _/'*-» 


/; 


— 1) .... 0* — w) 

I 

</.r — * 


oder 


fee" 4 


I 1 


n(n — l) p(p~ I)(jU— 2) 

. • ■ • + 


, .."+ 1 » 

(— 1) x 


— 1) Cu — ») 




(- 1 ) 


»+i 


/“((“ — !) (p — «) 


/ 


» O* . 

x e dx . 


Da nun n beliebig ist, so können wir dasselbe > p nehmen, so 
dass das Integral auf der rechten Seite nach Einführung der Gränzen 
a: = 0, x — <x in eine Gammafunktion mit positiven Argument nämlich 
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in F(n — fi+l) übergeht. Setzen wir auch im Uebrigcn *=» und 
x=0, so haben wir vermöge der Bemerkung, dass für jedes positive 

oder negative p, Mm. x e =0 ist, 


r * iix 

J - 


(-D 




fi(p-l) .... (p — n) 


f 


n U — * . 

x e ilx 


dagegen für ar=Ü, 


C _^£_e~ x = _I. ± + f - 

J o /+' h 0 1) •••■ (p— «) J* 

t 

mithin durcli Subtraktion der unteren Gleichung von der oberen 


— * . 
e tlx 


f 


oder 


n+l 


tlx 1 I ( — 1) 

^+1* ~ p 0 p(p—l) .... (p—n) 


f 


x° ** e tlx 


»+1 

r ( - /0 = i» + ^ 7 ^ ( - -j nn-p+n 


Da nun wegen p die Funktion r(n — 'p-\- 1) immer eine 
endliche bestimmte Grösse ist, so folgt, dass für jedes p, cs mag nun 
eine ganze Zahl sein oder nicht, T( — p) unendlich ist. 

Man kann dicss auch noch aur andere Weise einsehen. Es war 
nämlich für jedes p 

F(p) r(l—p) = f 


Setzen wir hier 1+M an die Stelle von p , so wird 

T(1+m) r(—p)= f 

•'o 1 +.T 

f x' Ax / x 1 * tlx 

~~ J» l + x + J, 1 + *’ 

4* 
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Pas erste dieser Integrale hat nun, weil n positiv ist, immer 
einen endlichen 'Werth, wovon man sich leicht durch Verwandlung des- 
selben in eine Reihe überzeugen kann; in dem zweiten dagegen durch- 
läuft x das Intervall x—\ bis x—x>, folglich ist, was auch sonst 

das positive n sein möge , immer x* > 1 , und 


1+x ^ 1 +x 


oder die erste Funktion wächst während des Intervallcs 1 bis ac rascher 
als die zweite. Nun ist aber schon 


<l.r 

J , 1 +* 

folglich um so mehr 


f. 


= /(1-fx) — /‘2 — ce 


/*V*r 

J, 1+x ~ *' 


Daraus ergiebt sich r(l+#z)F( — ^) = oo, und da hier r(l + /u) 
wegen des positiven ju immer endlich ist, so muss /’( — fi) = oo 
sein *). 


*) Liegend re glaubt lilos Tür ganze ft sei f(— /t) = oo, und will diess 
aus der Formel (6) in Cap. I. folgern , indem er /> negativ nimmt und daraus 
die (ilciohung * 

rC—ti) = — 

nbleitct , in welcher er n > ft setzt. Dabei hat aber Legendrc übersehen , dass 
die angewendete Formel eine Folgerung von der Relation /"(/*+ I) = /t 
Ist. welche nicht mehr gilt, sobald /« negativ genommen wird, wie man augen- 
blicklich bemerkt, wenn man den Beweis derselben in <j. 1 für negative ft um- 
gcslalten wollte. 
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Cap. IV. 

Die icichttgsten unter den durch Gammafunktionen 
ausdrückbaren Integralen. 


§• 12. 


Unter den verschiedenen Werthcn einer Ganunafunktion ist beson- 
ders derjenige von Interesse, welcher dem Argument £ entspricht, weil 
dicss der einzige Fall ist, in welchem sich für ein gebrochenes fi die 
Wcrlhe von /'(«) und F(n 4- ^i) durch die gewöhnlichen Hülfsmittel der 
Analysis angeben lassen. Die Integrale 




£(|) _ /» 

/r \f r 




di 


Q» + |) 

r" + i 


1.3.5 (2n — 1) 

(2 r) 


'£ n 
/ r 


welche in diesen Fällen ans der Formel (8) in §. 1 entspringen, ver- 
dienen daher besondere Aufmerksamkeit. 

Zuerst ist zu bemerken, dass man dieselben in etwas anderer 
Gestalt aufl’üliren kann, wenn man r=«*, :=.c’ setzt, wodurch sich 
die Gränzen nicht ändern und *lz = 2a : dx wird. Die obigen Glei- 
chungen gehen dann nach beiderseitiger Division mit 2 in die folgen- 
den fiber: 



Es liegt nun der Gedanke sehr nahe, in der zweiten dieser Formel 
n successive = 1, 2, 3, ... zu nehmen, die einzelnen so entstehenden 
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Gleichungen mit passenden Coeüizienten zu multipliziren und darauf 
Alles zu addiren; konnte man dann sowohl die auf der linken, als die 
auf der rechten Seite entstehende Reihe summiren, so würde man 
hierdurch zu einem neuen und allgemeineren Integrale gelangen. Diese 
Idee lässt sich in der That auf folgende spezielle Weise ausführen. 

in 

Man multiplizire die Gleichung (2) mit ^ ~ ~ 2 ^, dann ist 


/ 


2 n 


1.2.3 .... (2n)‘ 


dx = 


1.3.5 (2«— 1) isfU.ßf'' 


1.2.3 (2 n) 


i v ” / p \ 
2 a \ a > 


oder weil 

1.2.3 .... (2n) = 1.3.5 (2 h— 1) . 2. 4.6 (2n) 

= 1.3.5 (2n— 1). 1.2.3 ...... h . 2“ 

ist, auch 


/ 


in 


&ß X ) 


„ 1-2.3 (2 n) 


sfn 

-e dx — 


(-) 
v a ' 


2a 


2a 1.2.3 .... n 


Setzt man hierin der Reihe nach n = 1 , 2 , 3 ... in inf. , addirt 
die entstehenden Gleichungen zu Nr. (1) und bemerkt, dass man auf 
der linken Seile sämmllichc Integrale wegen der gleichen Iutcgrations- 
gränzen nach dem Satze 

s*b r*b b r>b 

I F(x)dx -+■ / f(x)d. v + / q>(x)dx + / i jj(x)dx + • • • 

Ja Ja Ja 

= {F(ar) + f{x) + <f(x) + y(x) -f j dx 

in ein einziges zusammenziehen kann, so erhält man: 

/(■+¥? + £& + 


✓?f. ,(!)’, (4>\ (I)‘ 


lu 


( 3 ) 


1.2 1 2.3 


Digitiz 
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Iieide Reihen sind aber für alle möglichen a, ß und x convergcnt 
und lassen sich nach bekannten Formeln summiren. Es ergiebt sich 
nämlich 



worin a und ß alle möglichen Werthe haben können. 

2n 

Da ß ein willkührlicher Faktor war, so bindert nichts, ß ima- 
ginär zu nehmen, was Dasselbe ist, als wenn man die Gleichung (2) 

statt mit ß 2 " mit ( — l)"ß Z “ multiplizirt , folglich den Reihen in (3) 
wechselnde Zeichen verschafft hätte. Setzen wir also ß\f —- 1 an die 
Stelle von ß, so gebt die ebengefundeue Gleichung in die folgende 
über : ^ 



cos 2 ßx e 



(5) 


welche u. A. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Wärmetlieorie 
vielfach benutzt wird. 

Bei der Wichtigkeit des gefundenen Thcorcmes dürfte cs wohl nicht 
überflüssig sein, noch einen zweiten, auf ganz anderen Prinzipien be- 
ruhenden Beweis desselben zu geben. Setzt man 


r „ _«*** , ' 

I cos'ißxe dx = f(ß) 

J 0 

so ist durch partielle Differenziation nach ß 

— f 2xsin2ßxr a7x \lx. 

•iß J „ 

Andererseits hat man nach der Reduktionsformcl 
j' uvilx = 1 1 J“ vdx — j dii I vdx 

_ « s .r* * 

für u = sin2ßx, r — 2 x e , 


( 6 ) 

(7) 


* 


Digitized by Google 


6-2 


Cap. IV. 


/ _ a*.r* 
ixsinißx c (Le 

C -o ! r ! C f — a’-r* 

= sin ißx j ixe fix — iß J cos 2 ß x ihr J ix e dx 


oder weil aus 


/ b 7 t\ — a J"' 

d f e J = — u e 2xdx 


— = ' 


1 - aV silliß X — *'r- 

ix sinißxe fix — — , — e 




+ — I cos ißxe dx . 


Hieraus erhält man für .■r = ao und x — 0, 


Z'* n n — a’ x’ 2ß f _ «’ X 1 

-y ix sinißxe dx — f eosiß xe dx . 

t ° 

Die Gleichung (7) nimmt durch Substitution dieses Ausdrucks fol- 
gende Gestalt an: 


rf/xi) _ _ «£ r* 

i iß -*» 


— a x " 

cosißxe dx 


oder nach Formel (6) 


*m 2 /» 


df{ß) _ i W(/ . 

7 wT 
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oder 

dlf(ß)= — ^2 ßdß. 
ltaraus folgt durch Integration 

(f(ß) = - (L + Canst. 

mithin 


m = e 



+ Cotut. 


Consl ( o ) 

e e 


und wenn wir den ersten Faktor, welcher constant ist, mit k be- 
zeichnen : 


m = 



-/ 


cos 2 fix e 


d.r 


Ilie Constante bestimmt sich 
woraus sieh ergiebt 



mithin nach dein Vorigen 

f 

I cos 2ßx e 

• 0 


dadurch, dass ß = 0 genommen wird. 



übereinstimmend mit dem unter (3) gefundenen Resultate. . 

Es lässt sich hieraus noch ein anderes und allgemeineres Integral 
dadurch ablcilen, dass man beiderseits mehrfach, etwa «mal partiell 
nach ß differeuzirt. Es ist dann 
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oder wenn man links die Differenziation ausführt 


OC 

/ 


r- .nf-(i)] 

(2*)“«w($iMr+2jf*)« " ' dx = * 

tlß 


Andererseits hat man aber nach einer bekannten Formel *) 


n ax 

d e 

n 

dx 

n(n — 1) »-2 


{ a » (2 *)- + a ^W 


+ 


n (n — 1) (n — 2) (n — 3) —2 . «_* 


1.2 


»—2 n — 4 1 

a (2x) + . . . > e 


folglich wenn man x — ß, n — — setzt 


?JL) (, -üftpS (•)• 


dß 

und also nacli dem Vorigen 


n (n — 1) (n — 2) (» — 3) / « \* 


1.2 




-( 4 ) 


C* n -o’x 1 

J x cos({nn + 2 ßx) e dx 

= <-o' £ ($' 


n(n — 1) (« — 2) (» — 3) / « \‘ 


1.2 


Q - ■■) 


-( f )' 1 


(») 


*) M. s. mein Handbuch der Diß’erenzial- und Integralrechnung Theil I , 
S. 89, Formel (10). 
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8 - 13 . 


Mittelst einer Methode, welcher der zweiten im vorigen Paragraphen 
benutzten völlig analog ist, kann man auch leicht die Werthe der 
Integrale 

« = / x*~ e cos txdx (1) 

^ o 

r — / a/ 1 1 e~* sin Ixtlx (2) 

11 


auf Gammafunklioncn reduziren. Durch Differenziation nach der will- 
kührlichcn Constanlen l erhöht man zunächst die Dimension der Diffe- 
renzialformel, erniedrigt sic dann nieder durch partielle Integration und 
zieht aus der Vergleichung beider Rechnungen eine Differenzialgleichung, 
welche sich leicht integriren lässt. Man hat in unserem Falle 


du 

dt = 

de _ 
dt 


f. 


.r^e x sin txdx 


r 

f sd* iT* cos txdx . 


( 3 ) 

( 4 ) 


Ferner ist durch partielle Integration 

J' sin txdx = x* J' e~* sin txdx 

— fi j'x f> ~'*dx J e ’ sin txdx. 


Berücksichtigt man hier die bekannte Integralformcl 


/• 


e sin tx d.r = — 


t cos tx + sin tx 

T+T' e 


und führt die Gränzen x — cc , x — 0 ein, wobei x e immer 

Null wird, weim fi eine positive von Null verschiedene Grösse ist, so 
ergiebt sich: 

Schlömilch i Analyt. Studien, 5 
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/ X* e sin tx dx == f i~ r ~i I x ^~ (( cos i.r -f- um f.rj e *r/x 

(1 * “l * *' 0 


’+l. 

d. i. nach (3), (1) und (2) 

S = -PTH'« + r 1- 


( 5 ) 


Itchandclt man ebenso das Integral auf der rechten Seite von (-1), 
wobei man die Formel 



cos tx tlx 


— cos tx + t sin Ix — * 

T+T e 


anzuwenden Gelegenheit hat, so findet man 


th 


dt ~ 


ft 

<’ + l 


(— " + fe l • 


(ö) 


Um nun aus den Leiden DilTercnzialformeln (5) und (6) die unbe- 
kannten Grössen u und c als Funktionen von t zu entwickeln, was 
auf dem gewöhnlichen von Poisson cingeschlagencn Wege etwas weit- 
läufig wird , rnultiplizircn wir die Gleichung (0) mit \f — 1 = * uiul 
ziehen sie von der vorhergehenden ah; es wird so 

du . de 

dt 1 dt 


= — ('(“ — *'0 + o + I «) . 


Durch die llemerkung, dass v + ui = i(u — ei) ist, gestaltet 
sich der Inhalt der Parenthese zu (t -p i) (u — ri), und wenn wir jetzt 

u — vi = w (7) 

setzen , sö wird sehr einfach 


du, 

dt 


ft 

f J +l 


(( + «> = - 



fti 

ti+1 


tc . 


Aus dieser Differenzialgleichung geht hervor*), dass 


*) Für l» = t verwandelt sieh nämlieli die Pificrenzialglelclimig in 


die fi die 

T~ — TT w oder — 

dt t-j-l w 
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ist, wenn C eine willkülirliche constantc Grösse bezeichnet. Setzt man 
dagegen in Nr. (7) für u und v ihre Werlbe aus (1) und (2) so wird 

— fxi 

wegen coslx — isintx = e 

u_l — 


n 


tlx = 


(1 + tif 


Die Constantc C bestimmt sich durch die Spczialisirung t = 0, 
woraus l '(ju) = C und mithin 




fi - 1 — «‘+»o* , ru o 

v e ax = — — 


(1 + tf) 

■ciallgemc 

für t und ax für x schreibt, wobei aber « eine wesentlich positive 


folgt. Dieses Resultat lässt sich noch verallgemeineren , wenn man 
b 


weder unendlich zu- noch abnehmende Grösse sein muss, wenn sich 
die lutegralionsgränzen nicht ändern sollen. Mau findet unter diesen 


Bedingungen 


/ 


p — 1 («+*o* r( f i) 

x c dx — 


(a+bif 


(«) 


Es geht aus dieser Gleichung die wichtige Bemerkung hervor, dass 
die Formel 


f. 


b - 1 — , r(,i) 

x c ax — 




woraus durch Integration 


Iw = Comt . — 4</(r-|-l) 


oder 


w — e 


Co HX l , — /*/(T*gl) 


Const, 


(v+lj 


folgt, was für c Co “ sl ' — C, » = ti mit der obigen Angabe Zusammenfall). 
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welche wir in §. 1 für blos reelle k kennen lernten, auch für ein com- 
plexes k gilt, sobald der reelle Bestandteil desselben eine positive 
endliche Grösse ist. 

Wollen wir in der Gleichung (8) eine Trennung der reellen und 
imaginären Particen vornehmen, so haben wir 


a bi — p (cosoj + isinai ) 


zu setzen, woraus 


1 b 

p = (o 1 + bi 1 ) , io = Arctan — — f- n n 


folgt, indem wir wie gewöhnlich unter Arctanz den kleinsten zur 
Tangente * gehörigen Bogen und unter n eine ganze Zahl verstehen. 
Es wird jetzt aus (8) 


i* O 


e cos hx dx 


. f* f*—' — ax . 

— t J x e sn 


sin bx dx 


rfa) 


(j (cos (Ui> + » sin ftw) 


r(fi) 

= (cos ft io — i sin ft io) 


r(fi) cos (ft Arctan ^ + idi) k’(u) sin (ft Arctan + ”n) 


(n 1 + 6 1 ) 1 " 


(«’ + '>') 


ii“ 


Da n weder von a noch von h abhängl, so reicht eine beliebige 
Spczialisirung dieser Grössen zur Bestimmung von « hin. So ergiebt 
sich für a=l, 6 = 0, 


/: 


^ j tr 

x e dx = I'(ft) cos ttfin 


und da andererseits die linke Seite r(ft) zum Wcrthc hat, so kann 
diese Gleichung wegen des willkührlichen ft nur dann bestehen, wenn 
n = 0 ist. Die Vergleichung der reellen und imaginären Particen 
giebt jetzt: 
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I'(ft) cos (ft Arctan — ) 




lf l 


r (u) sin (u Arctan — ) 

a' 

(o l + 6 l ) 4/ ‘ 


(») 


( 10 ) 


wobei nicht zu vergessen ist, dass a und ft positive endliche Grössen 
sein müssen. 


Wir haben nun noch den Fall a = 0 zu betrachten, welcher sich 
aus der vorhergehenden Betrachtung nicht ergieht und auf welchen 
überhaupt die ganze Methode nicht anwendbar ist, weil die Produkte 


x* sintx und x'costx nicht für x = 0 und x = x gleichzeitig 

verschwinden wie x c . Wir schlagen daher einen anderen Weg ein, 
hei welchem es uns zunächst darauf ankommt, die Werthe der Inte- 
grale 


/ 


cos Ijs 


dt und 


/ 


jiii bs 


tls 


zu bestimmen, aus welchen die ursprünglich gesuchten sehr leicht ab- 
geleitet werden können. 

Da nach den Fundamcntalcigenschaften der Gammafunklionen 


1 

l 

t 


1 f x *■— l — •* . 

r(X) J x e ,lx 


ist, so hat man offenbar 


/** cos bs , 1 , , r* X— l ii , 

I - — US — - I COS bs US I X C fix 

s •'o 

f“ sin bs 1 f* . , . r x l_l —*x . 

I — r — US = - I Stil bs tls I X 6 tlx . 


(ID 

( 12 ) 


Kehrt man auf der rechten Seite die Integrationsordnung um, so 
ist auch: 
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0 



0 


und wenn man in beiden Integralen x = l/z nimmt, so wird unter der 
Voraussetzung eines positiven endlichen f> 



• 0 0 


Die Werllic beider Integrale rechts sind sehr leicht zu linden, 
wenn man in der bekannten Formel 



71 

sin fin y 


1>#Z>0 


statt r die neue Variable s l einfuhrt und dann ft = und ft=s~ 
setzl. Man erbält so: 
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/ 

0 

/ 


cos hs . 

— (iS = 


ft n 


IxQISnc* 1>x>0 ’ 


litt hs , h 

— (IS = 


.1-1 


r(X) 2 sin 


, 2 > X > 0 . 


(15) 


( 16 ) 


Für alle anderen Wertlic von X dagegen werden die Integrale 
unendlich. Für A=1 Fällt das zweite Integral noch endlich aus, 
nämlich 



0 


wobei wie bisher oc > b > 0 sein muss. 

Setzt man in den Gleichungen (15) und (16) s = x, X=l — u 
und berücksichtigt die Formel 


r(i - f .) 


1 71 

I\u) ’2sin | pn cos fjUtt 


so crgiebt sich leicht für x > b > 0 


J ^ cos hx dx = l >0 (18) 

0 

J a“' 1 sin l 


__ r(n) cos ,{,no 


Pas Nämliche findet man auch aus den Gleichungen (9) und (10) 
für o = 0, nur mit dem Unterschiede, dass inan die Gränzen, inner- 
halb deren fi liegen muss, nicht mit erfährt*). Gezeichnet man wieder 


*) In dieser Beziehung macht Moigno in seinem calcul integral S. 307 
und 308 einen Fehler. Er heweisst nämlich, dass wenn die Funktion F(*) für 
x = (a+bi)x dergestalt zerlegt werden kann, dass 

F[(a+ 4i) x] = 'ii(x) + i V'(x) 
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•/ — 1 mit i, so lassen sich die beiden Formeln (18) und (19) in die 
eine zusammenziehen 



Äxi 

€ 


llx = 


£00 Ai ,ni 
u “ » 




( 20 ) 


Als Beispiel ist der Fall von Interesse, für welchen 



0 


zum Vorschein kommt. Für x — t 2 wird noch 



ist und wenn ferner ein Werth { von x existirt, für welchen x tf>(x) und * ~4‘(x) 
gleichzeitig verschwinden, die Formel 


(o + 4i) 




F[(o+4i)x] 



u 1 — Z 

gilt. Piess passt allerdings auf die Annahme F(*)= * e , £ = ao, aber 
nur unter der Voraussetzung, dass a nicht = 0 ist und daher darf man nicht, 
nie Moigno thut, die Formeln (9) und (10), welche sich mittelst dieses Theo- 
remes ergeben, für a — 0 in Anspruch nehmen wollen. Pie Gleichungen (18) 
und (19) erhalten dann einen Schimmer von Allgemeinheit, dessen Trüglichkeit 
man erst in speziellen Fällen gewahr wird, wie z. B. wenn inan in der ersleren 
fi = 2 nehmen wollte. 
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Schreibt man noch h für A und nimmt die Integrale zwischen 
den Gränzen — x und '+ ao statt 0 und x> so ist auch 



— OC 


weil die Integrale von < = 0 l.is < = — » offenbar die nämlichen 
Wcrlhe haben wie von < = 0 bis t = + « . Setzt man noch im 
letzten Integrale 


t = ii -j- 


k_ 

77 


wodurch sich die Integrationsgränzcn nicht ändern, so findet man 
leicht 



(Aa* 2k u) 4 
e 


du = 




( 22 ) 


wovon später emo interessante Anwendung Vorkommen wird. 


§. 14 . 


Aus den Formeln (9) nnd (10) kann man dadurch, dass man 
nach fi als Veränderlicher differenziirt, noch einige andere bemerkens- 
werthe Integrale ableiten. Die genannte Differenziation ist sehr leicht 

auszufüliren, wenn man nieder wie früher Arctan — = 0 und 

a 

/ + tr = r setzt, wobei zu bemerken ist, dass hier r und 0 von ft 

unabhängig sind. Schreibt man das Integral (IG) unter der Form 



ax 


cos bx i Ix 


1 '' 

!\fi)cos fiQ (— ) 
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1 ** 

und diflcrcnziirt für r(n) = u , co*^0(— ) = r nach der Regel 
<Z . mp = wir + ulu , so erhält man 


— *r 

c co* o.r f/.r 


f Ix.x'^l 

»' 0 

= roo {cos^e(i-) / (I.) — © s/M/u© (i) } 


+ /V) <~' )i 1"® (7) • 


n ..., / htm r» 

Dabei ist nun wegen — -j- — = yy— y 
odcr nach Formel (8) in §. 6, 


auch T(ft) = r(ft) 


<11 TM 
<in 



Durch Einführung dieses Wcrthes nimmt die oben entwickelte 
Gleichung folgende Form an: 

1 



cos bx <lx 



Nimmt man beide Seiten negativ, was links dadurch geschieht, 
dass man I (|) an die Stelle von Ix setzt und führt darauf die Werthe 
von r und 0 wieder ein , so hat man : 
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f ^ x^ cos bx dx 

** 0 


r(n) 


(«* + b 1 ) 


- I j l («* + b‘) cos (fi Arctan —) 
iP *- ' « / 


(23) 


+ Arctan-— sin (fi Arctan “) J/ 
r(^) co.< ( ft Arctan -) j , _ /- 1 1 

mul hiermit ist das Integral links auf ein viel einfacheres zurückgcluhrt, 
dessen Werth sich für rationale ft nach den gewöhnlichen Regeln un- 
mittelbar angeben und für irrationale ft wenigstens näherungsweisc be- 
rechnen lässt. 

Behandelt man auf ganz dieselbe Weise die Gleichung 

/ ft — 1 a je t / 1 \ t 

x e sin bx dx — T\fi) sin fiQ\ — ) 

9 

so gelangt man leicht zu dein analogen Resultate : 

r l(-) x** ' e sin fix dx 
x 

— — j- ( l (o 1 + 6') sin (fi Arctan — ^ 


(«’-M 1 ) 


b / 

— Arctun — co»(ft Arctan — )Jj 


(24) 


r (u) sin (u Arctan — ) 

+ i C 

(a 1 + t/)‘ 


is 


Die gefundenen Gleichungen (23) und (24) gelten ohne Einschrän- 
kung für jedes jiosilive von Null verschiedene «; ist aber « — 0 , so 
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muss in (23) und in (24) 1 sein, weil dann 

die Formeln (15) und (16) in (21) und (22) übergehen. 

Interessante spezielle Fälle unserer Gleichungen sind folgende: 

I. n — 1 ; man hat dann 

. ft \ t 1 . « 

cos (Arctan — ) = cos [Arccos — ====:) = - ■ 

t a ' v ( / 6 V « + “ 

V'+w 


sin f Arctan — ) = sin ( Arcsin 


\ i + (4) 




/« a +^ 


folglich 


N e cos bx <lx 


J. 

— + + f' Arctan — + « ^) 


(25) 


f'Ü 


c sin bx <lx 


(26) 


a , 1 y (i* *(«’ + &') — «Arctan— + 6 6’j. 


11. Ist /u eine ganze positive Zahl > 1 , so hat es keine Schwie- 
rigkeit , das jedesmal auf der rechten Seile von (23) oder (24) vor- 
kommendc Integral auszuführen. Denn für n — n + 1 wird 


tlx 


j' ^ dx =* f { 1 + x + x 1 + x* + + v } 

' O 0 

= 1 + Y + T + T + ••• + ^ ‘ 

111. Für 6 = 0 ist nach Formel (23) 

/ r ”" ,,x = f /u + C ~L 

** o ti 
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also z. B. für p — $ und xi=: 2 , 



—= [la+ C + 2/2) . 

4 v « 


§. 15 . 


Die Formeln (9) und (10) in §. 13 lassen sich mit den eben- 
daselbst entwickelten (19) und (20) selbst wieder c.omhiniren, wodurch 
man noch zu einigen neuen Integralen gelangt, deren Diirercnzialformeln 
aus goniometriseben Funktionen zusammengesetzt sind. — Schreibt 
man nämlich in Nr. (9) p und u für p und U, mulliplizirt die so ent- 
stehende Gleichung 



r — i — * , 

x e cos ux ux 


worin o = 1 ist , mit 


du 

v 

u 


I'( p) cos (p Aceton n) 
lp 

(!+«’) 


und integrirt hierauf zwischen den Gränzen ?r = 0, « = a o, 
giebt sich : 



x 

rv n I cos (p Arctan u) du 
'■P' I iP 1 

J (1 + «’) 


so er- 



IIier hat man nun einen von den glücklichen Fällen , in welchen 
sich zwei angezeigte Integrationen ausführen lassen , sobald man die 
Ordnung der Integrationen umkehrt. Die linke Seite der Gleichung (I) 
geht nämlich unter Anwendung dieser Operation in: 


% 
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über, wobei man die Formel (10) benutzen kann, wenn man in ihr 
an die Stelle von x, b, X 
die Buchstaben u, x, </ 

treten lässt. Dass fragliche Doppelintcgral verwandelt sich dann in 



n 

‘icus ^r/it ’ 


l>c/>0 


oder wenn man auch die Integration nach x ausführt, in 

F(p + q— 1) « i '■->«,'''»0 

I\<i) '2 cos‘ 9 n’ 1>/>0, 

und diess ist der Werth der linken Seile in der Gleichung (1). Es 
wird demnach 

cos (p Arctan u) <*/_/’(/> + </ — 1) * 

( 1 +«’)^ ’ « ? r (p)m 2 W 



Bevor wir nun zeigen, auf welche Weise sich dieses Integral in 
eine andere sehr geschmeidige Form bringen lässt, wollen wir erst 
eine ganz analoge Gleichung entwickeln , weil die zu jener Transfor- 
mation erforderliche Substitution auf beide Integrale völlig gleichförmig 
anwendbar ist. 

Für a=l, b = u , p = p geht die Formel (10) des §.12 in 

F(p) sin (j) Arctan ?/) 

(i W" 



über, 


woraus mau durch Multiplikation mit 


du 

v 

u 


und Integration 


von 


m = 0 bis u = x die Gleichung : 
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1 X 

e sin ux fix 


f-.f 

J 0 « Jo 

tv . j sin (p Arctan w) r/« 

Jo (l+H 3 ) iP « 


( 3 ) 


erhält. Umkehrung der Intcgrationsordnung gicht hier auf der linken 
Seile 


I X C X fix C — - 

Jo Jo ■* 


du 


7— t 


— f X~ l r x f ix — . ” — r 0 > + y— 1 ) , ” 

J o / '('/) Vsin^t/n /’('/) 2sin Jiy-i 


2 > U > 0 


und folglich nach Nr. (3) 


/ 


r/u r(p+r/— 1) «r ^ A 

(1 + ,r/ P ’ u" ~ r 0'> ' 2h " >q> ' ( > 


und diess ist das Gegenstück zur Gleichung (2). 
Nimmt man jetzt in den Formeln (2) und (4) 
Arctan u = x, also n — hm x 

so folgt 

... 1 , dx 

I + tt* = — -j— , du =s — • 
cor x cos x 


AVenn ferner « = 0 und « = ao geworden ist, so hat x die 
Wertlie a = 0 und x — angenommen und so erhält man zu- 
sammen: 
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i: 

i: 


I ’- 2 ,1 , r(P+'/~ 1 ) n . 

cos px cos x cot x dx = - )V -- • 2 -^ 7 -, 1 > Y>0. (;,) 


,._2 


(in cos .r cot x dx = - 


r(;'+v-i) 


; '(/') 1 '(.</) 


ö^rrr„.2>y>°. (ß) 


Da ;> liier noch völlig willkührlich ist, so enthalten diese Formeln 
eine grosse Menge spezieller Fälle in sich, die nur zum Theil bekannt 
sind. Für p = l erhält man nichts wesentlich Neues; für ji = 2 z. B. 



cos 2x cot x dx = 


sin '2x cot x dx = 


< 1 71 

2 cos ’ 


•l n 

2sin 2 </n' 


l>f/>0. 


2 > >/> 0 . 


( 7 ) 


(«) 


Nimmt man dagegen in der Formel (0) r/= 1, was in Nr. (5) 
nicht geschehen darf, so wird 



für jedes positive von Null verschiedene p *). 

Setzt man in der Formel (5) fi für q und eine ganze positive 
Zahl n an die Stelle von p, so erhält man unter Anwendung des be- 
kannten Salzes r(p+»t) ... (p+m — 1 )/’(/<) für m = n — 1 

leicht 



cot? x dx 
cos 1 x 


MM-l)(H-2)....(,,+n-2) - 

1,2.3 .... (n — 1) 2 '.cos ’ 


( 10 ) 


*) Diese spezielle Formel findet auch Liouvillc in Crelle’s Journal 
ßd. 13, S. 232. 
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wobei r" ein beiderseits willkührlich zugesetzter constantcr Faktor ist. 

Bcaclitet man nun, dass der Coeffizient von r ein ßinomialcoeflizieut 
ist, so erhellt auf der Stelle, dass man beiderseits nsl, 2, 3, ... 
nehmen und alle so entstehenden Gleichungen addiren kann , und ^lass 
man auf diese Weise zu einigen neuen Integralen gelangen muss. In 
der That ergiebl sich 



rens.v cos. x + ( rcosx )* t os ix 


+ 


I cot x (Ix 
’ cos 1 x 



I* 

T T72~ 


+ 


\ rn 

) ’lcos^fxn 


( 11 ) 


Die unter dem Integralzeichen stehende Reibe lässt sich mittelst 
der Formel 


p cos x — p 2 
1 — 2 p cos x + p 2 


= p cos x -f- p 2 cos 2,r + p 5 cos 3x + . . . . 


1 >e> — i 


leicht summiren, wenn man g = rcosx und l>r> — 1 setzt; ihre 
Summe ist dann: 

rcos 1 x — r 2 cos* x r(l — r)cos 1 x 

1 — 2 rcos^x + r 2 cos 1 x I — (2r — r 2 ) cos 1 x 


Die auf der rechten Seite der Gleichung (11) in Parenthese 
stehende Reihe hat wegen der schon genannten Bedingung l>r> — 1 
zur Summe: 


(1-r) 


-I 1 


(l- r f 


Mittelst dieser Summen ergiebt sich nun 
cot^x dx l 


1 — (2r — r 5 ) cos 1 x p+t 2 cosiftn 

(1 - r) 


1 > r > — I , 1 >f*> — 1 - 

Sclilomilch , Analyt. Studien. 


( 12 ) 
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Behandelt man ganz ebenso die Gleichung (6) so findet man zu- 


nächst 


f 


fl 

cot X dx 


l . . / \t • ei I ) cot X (1J. 

(r cos x sin x + (rcos*r) sin Ix -f- [ 

i 9 cos x 

— 1 + 1.2 J isi)i\un 


und wegen der Formel 

P s ‘ n x . — p sin x -J- p 1 sin Ix -f- p’ sin .!.< + 

1 — 2gcosx + g 

1 > e> — 1 

wenn man sie für g = rcosx in Anwendung bringt 

1 n 


I 


cot~ x dx 


1 — (2r — r 2 ) cot 2 x 


H ‘■hin \fxn 


(13) 


(1 — r) 

1 > r > — 1 1 2>^>0 

Setzt man in den Formeln (12) und (13) 

1 — r = /T ~ic 

wo das Wurzelzeichen nur positiv genommen werden darf, weil 1 — r 
stets positiv bleibt, und schreibt dann in Formel (13) fi + 1 für ft, 
so wird letztere mit der ersleren identisch nämlich 


r 5 cot x dx 

I 1 — /iC0S 2 X 


(f+0 2 cos^ftn 

(* — *) • 


(14) 


1>A>— 1, 1 > f* > — 1 » 

ein Resultat, das man auch a posteriori leicht verifiziren kann, 


wenn man 


1 


1 — kcot 2 x 

in eine Reihe verwandelt und jedes einzelne Glied derselben inlegrirt, 
wobei man zu beachten hat, dass für tiiix = x, z = \fy: 
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A<4*2/* 

COS 


X 


dx 
. A* 

sin x 



K^+iu-i) 

n 




(h 


-t/ o-» 


.iO*+l) + «— i JO -/*)— 1 , 
y) y «y 


ist und sich der Werth des letzten Integrales mit Hülfe der Formeln 
(4) und (8) in §. 2 leicht finden lässt. Dillcrenzirt man die gefundene 
Gleichung (14) mmal nach k, so erhält man noch 


jr u 2m 

s not x cos x fix 
_ . _ m+l 

(1 — kcos , x) 

( j u+l)(/.+3)...( i u+2,»-l) 1 


/ 


2 . 4 . G .... (2mi) 


(*-*) 

!>/.>_!, 1 > > — 1 - 


4(s+l) + m+l 2cos 


(13) 


§. 16 . 

% \ 

Einige andere durch Gammafunktionen ausdrückbarc Integrale er- 
gehen sich aus einer sehr allgemeinen Transformation, welche sich auf 
eine ganze Klasse von Integralen anwenden lässt, und wodurch man 
auf das Theorem 

f X F(cx + f.) £ F(2/äc + *)-p- (1) 

x JcJ„ '/* 

kommt, in welchem F eine völlig willkührliche Funktion bedeutet. Die 
Transformation selbst besteht in folgenden Substitutionen. 

Es ist identisch 
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wovon man sich leicht durch die einfache Bemerkung überzeugt, dass 


57 ( c + 1 + 




J-, 


Xac + (er — ) 


ist. Nimmt man nun in dem Integrale auf der rechten Seife 

er — — = y folglich (c H — j-) di =t dy 
2 * 


und berücksichtigt, dass für :=0, y= — oo und für z=» , y=-4-» 
wird, sobald a und c positive von Null verschiedene Grössen sind, so 
ergiebt sich auf der Stelle 


./. = e //<»*>"» { 1+ 7s=+y! 


i r* i r* 

= J fW d 9 + 2c / 


.»/ f/ .v 


>/ 4 ac + 

Zerlegt man das erste dieser Integrale wie folgt 

[ /V) **= J + f ny'xh 

•J . ^ 0 *' ^ 


( 2 ) 


so erhellt auf der Stelle, dass das zweite Integral rechts dem ersten 
ebendaselbst gleich sein müsse, weil die Funktion fiy 1 ), welche inte- 
grirt wird , von y — 0 bis y = — so die nämlichen Werlhe giebt , wie 
von y = ü bis y = « . Es ist demnach 



( 3 ) 


Ebenso zerlegen wir das zweite Integral in Nr. (2), nämlich: 



yf(y') < ! n 
'S tac + if 



vf( n 1 ) <hi 

V" 4«C + y* 


+ 



yftf)dy 
S iac"+ >/' 


(4) 
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da nun die Funktion 


y fiv') 

'fiäc + if 




die Eigenschaft ©( — y) = — ©(+#) besitzt, so folgt, dass das 
zweite Integral rechts in (4) das erste aufhebl und mithin 



V / V ) ,l !L _ — 0 

f4uc + tf 


sein muss. Substituircn wir dieses Resultat nebst dem in Nr. (3) 
gefundenen in die Gleichung (2), so ergiebt sieh sehr einfach 



oder 

f + £ - 2«c) dt = 1 f m dz . 

J 0 " J 0 

Schreibt man a und c für o 1 und c’, wo nun er, c, \fa und \f c 
immer positiv zu nehmen sind und setzt i — \fx , so ergiebt sich 



und wenn man eine neue Funktion F der Art einführt, dass 


f(i — 2/oc) -- F( i) 
also f(z) — F(~l\f ac + i) 

ist, so kommt man auf das bereits in Nr. (1) angezcigtc Resultat: 

f F{ CX ^ [* F( 2/S + *)—■ (S) 

J # x V X V C J a V X 


Dasselbe ist noch dadurch einer Verallgemeinerung fällig, dass 
mau beiderseits beliebig viclmal nach einer der beiden willkührlichcn 



Conslanten « oder c diflercnzirt. Geschieht dicss «mal in Bezug auf a, 
so wird 



(c* + 



0 


wobei man die rechte Seile auf folgende Weise weiter entwickeln kann. 
Kennt man die succcssivcn DilTcrcnzialquoticnien </'(«), (/"(»), (/ "’(«) etc. 
einer beliebigen Funklion 7 (»), so gilt für die Differenziation von 
7 (/r ) nach p die folgende Regel *) 


tl rr( / P) __ J[_ U- (,,) (/ e) __ »(«—!) y ( * 'V / e_) 

, » » 1 , n 2 , . — »+• 

c/p 2 1 (/ p ) (/ c ) 

(m+ 1) »(» — 1) (n — 2) 7 ( " -2> (/r)_ I 

+ . 24 * (/e)“ +2 

wobei die Reihe rechts so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst 
abbricht und die Coeffizicntcn unter der Form 


(«+r-l) (n+r-2) .... („+1)„(„_1) .... (n-r) 

2.4.6 .... (2r) 

stehen. Dieses Theorem, von dessen Richtigkeit mau sich leicht mit- 
telst des Schlusses von n auf »i + 1 überzeugen kann , ist in unserem 
Falle von leichter Anwendung, wenn man 

7>(h) = f’(2/ c . w + x) 
setzt , woraus für ein ganzes positives p 

q '\u) = (2 / c f F 1 ' (2/c . u + x) 

<{’'{'/ v ) = (2/” c / F <; * (2/ c/o + x) 

folgt. Denkt inan sich jetzt n für p geschrieben , so ergiebl sich : 


*) M. s. meine Differenzialrechnung 8. 92, Formel (15). 
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d F( isfw + x) 


1 l(2v ^ c ) F ( 5 (2v ^ ac + &) w (n — 1) (2/* c ) F (2Vj ac+.r) 

2 " I (/ a )" ~ (/« ) 

(n+l)«(n -!)(»— 2) (2/r) f' * (2/«r + .r) I 


/ <■ \ ’ \ / — 1 X £ F* 1 11 (2/ nc + .r ) 

= W / F <2/ " +I) - *' 

. (*- 2 ) , . 

" F (2/ #c+a) 


(2/ ric) 


wobei zur Abkürzung 


(n+r — l)(» + r — 2) .... (» — r)' “ 

2.4.6... (2“ ' ( ) 

gesetzt worden ist. Suhstituiren wir diess in die Gleichung (0), 
integriren jedes einzelne Glied der Reihe und bezeichnen kurz wie 
folut 


r f«-r) «/* 

F (2 / (IC +.r) - - = J n . 

V x 


f* 1 (») a . dx 

1 /• ^ I « ^ „ * » /, o 

= 7T© 


• (9) 


Wählt man hier die Funktion F so, dass man die in Nr. (8) an- 
gcdeutetc Integration ausführen kann, so siud sämintliche auf der 
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rechten Seite der Gleichung (9) stehende Grössen bekannt und man 
erhält folglich den Werth eines neuen Integrales von verwickcltcrer 
Form. 

Durch Differenziation nach c licssc sich aus der Formel (5) noch 
ein zweites analoges Resultat ableiten, das man auch auf folgendem 

kürzeren Wege findet. Man setze in dem Integrale links in (9) x = 

so geht dasselbe über in: 


n 

/’ ■ .1») , c . , dz f— 

— J z t (7 + ai ) 7- V J 


oder auch 


.1 ■ 1 <“+7)7; 


/; 

Schreibt man nun wieder x für 2 und vertauscht a und c gegen 
einander, so ergiebt sich nach Nr. (9) 


/ V '■ p " ( " + i ) 7= 


1 /«l 1 |, “ " ’ 7 n-2 _ \ 

/7UJ C» ' 2 /öe + K * (2/acf > 


( 10 ) 


§• 17. 


Die hauptsächlichsten Anwendungen, welche sich von den Formeln 
(9) und (lü) im vorigen Paragraphen machen lassen, bestehen in den 
folgenden Spezialisirungen der mit F bezeichnctcn Funktion. 

I. Es sei F(z) = e~* also 


4 


F 




(*) = (- 


1 ) 


•r — * 

e 


so folgt 


J n-r= 



— (2 -f oc+j) dx »— r . — — ac 

e * — = = (— 1) (ne 

V 


V 
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und nach Nr. (9) 



und ebenso nach Nr. (10) 



Für c = a vereinigen sich diese Formeln zu einer spezielleren, 
welche Cauchy auf anderem Wege gefunden hat*). 

II. Eine zweite nicht weniger leichte Entwickelung gewährt die 
Substitution 


F(i) 


1 


(ö + z) 


Sie giebt erstlich 


„ (— 1 ) *(*+!)•••• (*+”— 1 ) 
e » = ^ 


r(i+>o (~i) 

' (b+l) 


folglich 


p w (cx . «x _ r(l+m) (-1 )V 4 * 

( + « >_ ™ (a+bx+c^ 


(3) 


*) Exerctces de Mathemaliques 2"" Litraison. Paris 1820. 

0* 
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ferner weil 


ist, 


<»-* _ r(X+n-r) 

F w - — 


n — r 

(- 1 ) 


m 



oder wenn man a- = (Ä + 2/ot-)y setzt 
J _ (-l)"rq +ii-r) 

" FoxJ+a/S ,/. <!+»)*"■'' 


Bestimmt man den Werth des Integrales rechts, so findet sich 


J = 


( — 1)' / W T(X+n-r-4) 


r(X) (6+2/ flr) 


— l+»-r— * 


(4) 


Substituiren wir nun die unter (3) und (4) gefundenen Werthe 
für r=0, 1, 2, ... in die Formel (9) des vorigen Paragraphen, so 
ergiebt sich 


,<f © | 


m+n) f - - - - T — — - 

t/ v a; (o+ü.t+c.t 1 ) 
0 

1 


r(l+n-\ ) 

(6+2/^/ + "-* 


+ *■_ rq+w- 4 - i ) 

2/oc 
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oder für X + n — | — /* 

. rr 

(-) J 


r(n) K 

^ u * 


T0.-1) 


(6+2/ac/ 2 ^ ac (6+2/ac/ 


K, 


rox-2) 


(2/ ac/ (6+2/nc/ -2 


( 5 ) 


Durch ganz die nämlichen Substitutionen erhält man aus der 
Formel (10) 

ft+i — 1 

f n . /» . ■ I 

J>+4) 


” /»* 


r/.r 


^*4*1 

+6.z+cJ: , ) 


f» 




r(M-i) 


( 6+2/«/ 2 ^ ac (ü+2/ac)' 1 "* 




r(fi— 2) 

— 


(2/ ac) 2 (6+2/ ac/ 


oder n + 1 für « gesetzt 

Hfl + 4) 

1» 


/;©7 


/<+» , 
,r «to 


(a+6.r+c.r s ) 


n+l 

_*u.. 

r(iu-l) 

2/ ac 

(6+2/ac/~ l 


*> 

r((U— 2) 

(2 / acf 

(6+2/00/ 


( 6 ) 
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Nimmt man in der letzteren Gleichung a=l, 6 = 0, c= 1, 
so lässt sich mit Hülfe der Substitution x 1 = z der Werth des Inte- 
grales links ausfindig machen und mau kommt dann auf das in §. 4 
bewiesene Theorem zurück. 


§. 18 . 


Ausser den einfachen Integralen giebt es auch noch eine reich- 
haltige Klasse vielfacher Integrale, welche sich ebenfalls auf Gamina- 
fuuktionen reduziren lassen und von denen wir die wichtigsten mil- 
llicilcn wollen, indem wir dabei zugleich die allgemeinen Hcduktions- 
methoden auseinander setzen werden, mit welchen die Analysis durch 
die eleganten Iletrachlimgen von Lejeune Dirichlet, Liouville 
und Cauchy bereichert worden ist. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, beschäftigen wir 
uns zunächst mit dem vielfachen Integrale 



worin P und Q ein paar beliebige Funktionen der Variablen x, y, :, ... 
bedeuten und fi als eine reelle positive Grösse vorausgesetzt wird; die 
Gränzen der einzelnen Integrationen mögen vor der Hand ganz will- 
kührlich bleiben. Ha man Q immer als positive Grösse ansehen kann, 
weil das Vorzeichen von P willkührlich ist, so liegt der Gedanke 

sehr nahe, — durch Anwendung der einfachsten Formel der Gamma- 

Q n 

funklionen selbst in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, indem 
man schreibt: 


I 


Q 


u 


1 

r&) 



o 


./•-» -Q‘ 
t e 


dt 


und dicss gilt auch selbst für imaginäre Q, wenn nur der reelle Theil 
davon positiv ist, was mau leicht erlangen kann. Mit Hülfe dieser 
Substitution wird 


5 = m f ff /••• lpe 01 dx fh ~- 


dt 


( 2 ) 
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Hier lässt sich nun in vielen Fällen eine solche Sonderung der 
Variablen vornehmen, dass sich das vorstehende vielfache Integral in 
ein Produkt einfacher Integrale verwandelt. Piess ist nämlich dann 
möglich, wenn sich P und Q so zerlegen lassen, dass 

P = P .P ,P .... 

ae y z 

Q=*Q. + 0„+Q, + Q a + 

ist, wobei P und Q Funktionen von x allein, P und Q Funk- 

1 jt x 7 y y 

tionen von y allein etc. bedeuten und Q eine weder von x noch 
von y , noch von z etc. abhängige Grösse, also eine Constante ist. 
Die Diffcrenzialfurmel in (2) nimmt jetzt folgende Gestalt an 


t 1 e Q "‘ P x e <iJ P tj e 9y< P % e <>J .... de dy dx .... dt 

und es wird jetzt durch Vereinigung der Grössen , welche blos x oder 
nur y etc. enthalten: 

s = W) / dxfpT^dy .... 


Lassen sich nun die einzelnen Integrationen in Bezug auf x, y , z, etc. 
ausführen , so dass man etwa 

v = fp x r ,Qx t ix , v = fp v r ,v «dy 
if = fp m r ,QM dt 

hätte, wobei < in allen diesen Integralen als arbiträre Constante auf- 
tritt, so ergiebt sich sehr einfach: 

und hiermit ist das vielfache Integral in (1) auf eine Quadratur zurüek- 
geführt. 

Eines der einfachsten Beispiele für diese Reduktionsmethode 'bildet 
die Annahme: 



Digitized by Google 



94 


' Cap. IV. 

/ — 1 — ox rn — 1 — Jx n — i — cz 

P = x e . y e . x e 


Q = * + ax + ßy + y* + 


wobei die Iiitegralionsgränzcn sämmllich 0 und ao sein mögen, 
ist dann 

/— 1 — ox m— i — 6y 

P = x e . P = y e ..... 


<?, = *. <? x = ox, Q y = ßy. 


folglich nach Nr. (3) 


/ i—i _ox_ic«x r(l) 

x e e dx = 1 — 

/ m_l _4y _tjly 

y c e ily — 


(o + »0 

r(m) 

{b+ßt) m 


u. s. f. 


mithin nach (1) und (4) 




fff 


r(i) r( m) f» 

/>) 


I — 1 m— 1 n — 1 (M+iy+rt+..) 

X y X ■ . C __ 


(* + ax + ßy + yz + ...) 


dx tly dz . . . 


“/ 


p — 1 — x< 

f e 


(n + of) (ö + ßt) (c + yt) ... 


Rcduzirt man in dieser sehr allgemeinen Formel die Variablen 
eine einzige x und setzt a = 1 x = 1 , so wird 

r x dx -X _ 7X0 C f-'dt -• 

J (l+axf r{f,) J (1 +at) 
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und wenn man x und X für t und l setzt 

f* x^'dx r * = m f 

J (l+axf J (1+«.*/ 

0 o 

Man kann hieraus noch anderweite Resultate hcrleiten, wenn man 
nach einer der Grössen X oder fi dilferenzirt. So giebt die Differen- 
ziation nach X 


/ 


* l-i , , 

X ix (ix 


(1 + 0 *) 


oder weil 


r//r(X) 

r (X) = m 


_ r< x) i 

r/.r 

n,)J 

(l+ox/ 

, r'(X) 

0 

/** x*~'dx 

+ ™J 

(1+nx/ 

1 = r(x> j 

0 

- C + J 


f}^ 


ist, wobei C die Constanlc des Integrallogarithmus bedeutet, 

/ X Ix (Ix —* r(X) f X dx . I \ — * 

= TüJ (lW ^ 


+ 


m )_ c , f i -*' 1 , I f±^fr 

IV) | 1 ~ x , ' r \J tt a +«*) 1 


(6) 


Nimmt man in der Gleichung (5) a — b = c ... — 0, so ergiebt 
sich sehr einfach 

ff ff ff - _ . 

dx dy dx 


f.f.f. 


l—l m—1 n — 1 

x y i 


(x + ax+ßy + >'z + •••) 

r(i) r(m) r(«) .... r> — i—m — » 


.) 


I m n 

a ß y 


r(fi) x 




( 7 ) 
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Man kann dieses Resultat noch verallgemeinern, wenn man für 
x, y, x, ... neue Variable der Art einrührt, dass 

p 7 r 

x — l , y = v , C , •••• 

ist. Die DilTerenzialformcl links geht dann über in 


VT 


pl — 1 qm — 1 rn — 1 

( K + a i + ß v 9 + tf + 


</£ <//; df ... 


während sich die Integrationsgränzen nicht ändern. Setzt man nun 

p 7 r 

x = 1 , a =a , ß = 6 , y = c , etc , ar, y, z, ... lur 5, 17, £, ... und 

so ergiebt sich 


l m 11 . r- l 

— , — , — , etc. für /, in, »1 , 

P 9 r 


fff 


/ — 1 m — 1 n — I 

* y * 


PP 7 7 r r ia 

(1+ötf + b y + c 2 +.../ 


</.c f/y </z , . . 


r ( j) r(j) r ( y) 

]>qr . . . /’(y<) (/ ft"’ c" . 






m 


•) (8) 


Für x = 0 wird das Integral auf der rechten Seite in ( 5 ) zu einem 
rein algebraischen, dessen Werth besonders in dem Falle, wo /, m, n, ... 
ganze positive Zahlen sind, leicht gefunden werden kann. Man zerlegt 
nämlich den Bruch 


1 

(a+«0* (b+ßt) m (c+y<)“ 

in seine Partialhriiche und bringt so das fragliche Integral auf eine 
Reihe anderer von der Form 


P t * dt 

J . <*+*>' 


worin man t = ^ x setzt und das neue Integral : 
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mit Hülfe von Gamniafunklioncn ausdrückt. 


Sind in der Formel (5) /u, /, m, n, ... sämmtlich ganze positive 
Zahlen, so lässt sich der Werth des Integrales rechts völlig entwickeln. 
Zunächst ist nämlich nach dem Vorigen klar, dass man das Integral 
auf eine Partie anderer von der Form 



(A-\-Kt) 


_*« 

e 


reduziren kann, worin wir das nunmehr ganze positive v — 1 mit r 
und y- mit X bezeichnen wollen. Es kommt dann nur darauf an, den 
Werth von 



(9) 


zu finden , weil man hieraus durch Division mit // + * und nachherigc 
Substitution von s — 1 für s das obige Integral wieder herlcilen könnte. 
Bezeichnen wir nun mit q(x, X) den Werth des Integrales 


/ 


dt — *i 

x+7 * 


(10) 


so ergiebt sich durch r malige Differenziation nach x 


j: 


t dt —*> , ,, r d ?(*' X) 

e =( — l) — 


X+f 


dx 


und durch s malige Differenziation nach X 

dt 


(-1) 1.2 ... .t 
Schlümilcli , Analyt. Shulion. 


1‘ t <n 

I »+ 1 

(^+0 


' ' T t 

dx dX 
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d. i. 


/ 


t dt 

■ e 


0+0 


.+i 


(—1) tl + (/>(k, X) 

1 **-*-«' .U'll 


Das Integral in (10) findet sich aber sehr leicht mit Hülfe des 
Intcürallogarithnius. Nach der Definition desselben ist nämlich 


__ a 

e 


/i(u) = f also li(e “) = / 

J o Lc ‘ f 0 Ar 

und wenn man hier 


a s 

x = c . c 


setzt, so wird 


. — a z 

Ix — = — (a + 2 ) , tlx = — c . e dz 


und da für x = e und x = ö, : die Wcrtlie : = Ü und : = * be- 
kommt, so ist jetzt 


— a _ a r 

li(e ) = c I 


ilz -* 
i+z e 


oder 


I iTTz 6 ) 


1 

woraus für : = «(, a = xk , wenn nun x eine reelle positive Grösse 
ist, folgt 

/ x+< c =- c ) 

*' o 

womit 9(x, A) gefunden ist. Die in der Gleichung 


/ 


t dl —x* ( — 1) d 

■ e 


0+0 


.+1 1 


1.2.3 ...v 


d 1 fl „,— kI \ 

• r ■, {« *«( c )J 


f/x dk 
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angedeuteten Differenziationen sind nun leicht auszuführcn, weil ver- 
möge der Definition des Intcgrallogarilhmus die Formeln gelten : 


dli(u) 

du 


oder 

tu 


tili (e ) 
dp 


V 

e 


v 


Ein nicht minder hemorkenswerthes Beispiel für die in den For- 
meln (1) his (4) auseinandergesetzte Reduktionsmelhodc liefert die 
Substitution 


p = 'Cv)'(y) '(')•••• 

Q = x + ax + ßy + yz+ .... 

wobei sämmllichc Integrationsgräuzen 0 und od sein mögen. Es . wird 
jetzt unter Anwendung der Formel (25) in §. 14 für b = 0, 

OC 


v= /%(!).'•'* = c +'“+" 


1 v —>ß* . 
i e d.v = 


tU 

C + lß + lt 


fit 


(II) 


u. s. f. 

wobei wir zur Abkürzung 

C+la — a, C+Iß = b, C + ly = c, 

setzen wollen. Nach Formel (1) und (4) ergiebt sich nun unter der 
Voraussetzung, dass «Variable vorhanden sind 

«t 


/// 


** '(7) '(}) '(T) -■ 


- dx dy dz .... 


1 


l\n)aßy. 


0 t + ax + ßy + yz + ...) 

/ x _ , 

(" e (a + lt)(b + ll)(c + H) .... dl. ( 12 ) 


Der Werth des Integrales rechts kann immer angegeben werden; 
denn durch Entwickelung des Produktes (« + !l) (ö + lt) • reduzirt 
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sich das Integral auf eiue Reihe anderer, welche unter der gcmein- 
scliafllichcn Form 



_«r 

e 


(It) dt 


stehen , worin s eine positive ganze Zahl bedeutet. Andererseits ist 
aber das vorliegende Integral 


« 




— nt 

e 


dt 


</'!/•(>)« v i 

4 

dp 


und diese Differenziation ist leicht auszuführen, wenn man successive 
immer den Satz anwendet: 


dr(>) ilir(v) 

ST = r(,) 


= r(*) {- 


c + 


+ 


> + « 


+ T 



§. 19. 

Nicht immer sind, wie in den bisher betrachteten Integralen, die 
('■rauzen für die einzelnen Integrationen unmittelbar bestimmt, im 
Gegcnlheil kommt sogar bei den meisten vielfachen Integralen und 
zwar fast bei allen denen , auf welche man in der mathematischen 
Physik stüsst, der Fall vor, dass nur eine Bedingung angegeben ist, 
welcher die Variablen der Integrationen genügen müssen. Will man 
z. II. den kubischen Iuliall einer Kugel mit dem Halbmesser r nach 
der Formel 

fffd*dy,h 

bestimmen, so muss man die Integrationsgränzen so bestimmen, dass 
x , y , 2 keine anderen Werthe annchmen , als solche , welche die Be- 
dingung 


x 1 + i/ 1 + z* < 
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erfüllen ; denn wenn wir uns x, y, z als Coordinaten irgend eines Punktes 
denken, so darf sich die Integration (Addition der Elemente) nur auf alle 
die Punkte des Raumes erstrecken, welche nicht ausserhalb der durch 
die Gleichung x 2 + y 2 + z 1 = r 1 charakterisirtcii Kugelfläche liegen. 

Im Allgemeinen ist nun die Reduktion von dergleichen vielfachen 
Integralen viel schwerer als die von solchen, in denen die Gränzeu 
unmittelbar bestimmt sind; cs giebt aber eine Form derselben, bei 
welcher diese Reduktion durchaus keinen Schwierigkeiten unterliegt, 
die gedachte sehr allgemeine Form ist nämlich folgende 

'S = fff...x * y” ' z"~ l ... f(x + y + z + ...)dxdydz... (1) 

in welcher x, y, i, ... alle diejenigen positiven Wcrthc annchmeii 
sollen, die der Redingung 

x + ü + 1 + •• ^ * (2) 

Genüge leisten. 

Setzen wir zuvörderst nur zwei Variable x und y voraus, so ist 
S = f f x ' y m 1 f\x + y)dxdy 
x + v — x 

und wenn wir das Integral in der Form 

S — fx'~'dx fy m ’ f(x + y)dy 

darstellen, so sind die Werthe, welche y annehmen kann, offenbar in 
dem Intervalle y = 0 bisj/ = x — x enthalten, nachher aber stellt dein 
x noch der Spielraum von x — 0 bis x — x offen; iit der That er- 
füllen auch jedes y zwischen 0 und x — x , und jedes x zwischen 
0 und x die aufgestcllte Redingung. Es ist demnach 

* X — X 

S — f X dx I y' f(x + y) dy . (3) 

J 0 *0 

ln so fern das nach y genommene Integral eine Funktion von 
x und x allein darstellt , möge hier zur Abkürzung : 
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X — 

.ly " 1 ' f(x+n) dy = F(x, x) ( 4 ) 

II 

sein, so dass 

S = F(x, x) dx ’ (5) 

* 0 . 

wird. Durch Differenziation dieser Gleichung unter Berücksichtigung 
des Satzes: dass für 



und von x abhängige a und b. 


dS 

dx 


db da f^d0(x, x) 

* 5 + /. --ir- 


ist*), ergiebt sich in unserem Falle 


dS 

dx 


x F(x, x) 


+ 


/ 


V-‘ ^£*>d* 

dx 


*) Giebt man in der Gleichung 

S = f O (x, x) dx 
J a 

dem % einen Zuwachs dx, so «erden, weil a und b von » abhangen sollen, 
etwa a + Ja und 6 + db an die Stelle von a und b treten und S wird um JS 
zunchmen. Hieraus folgt 

~b+Jb b 

JS = I ®(x, x + dx) dx — f 0(x, x) dx . 

* a+da a 

Zerlegt man das erste Integral in die drei anderen 

„a+da b J>+. lb 

— I 0{x, x+dx) dx + j (D(x, x-\-dx) dx + j 0(x, x dx) dx 
* « a b 

und dividirt nachher mit dx, so ergiebt sich leicht: 
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Aus Nr. (4) folgt aber unmittelbar 


F(x, x) = 0, 


ilF( x , 
<U 


*) r 
— — (* 


n — 1 


*) A*) 


... , (*+ Jb , r"+‘ 1a 

— = — / (D(ar f x + z/x)*/.# j- / x -f z/x) dx 

z/x Jx»'. Z/X*' 


f b (l>(x, 

J a 


x+x/*) — x) 


z/x 


c/.r . 


(A) 


Setzen «vir das unbestimmte Integral 

J' lü (.r, x) dx = > f t (x, x) 


(B) 


so ist 




i fl. v, f(6+^,x+x/x) - m*+x/x> 

-^7 </>(.r,x-Mx)ztr = ^ 

b 

_ V {b + Jh, x + x/x) — a / J (6, x 4- jx) 7* 

x/6 x/x 

und durch licbcrgang zur Gräuzc für 'Unendlich abnehmende x/x und xti 

x) r//, 


Lim 


i/Ä 


X 4" x^x) </.c = 


c/6 r/x 


nach Formel (B) ist aber 


d¥(x,x) d‘l‘(t>, x) , 

— - = ©(•*% *) mithin — ^ — = ®(6, x) 


und nach dem Vorigen 
Lim 

Ebenso ist 

Lim 


1 /+ JÄ 
Jxj °<* 


x + x/x) dx = 0(b, x) ^ ■ 

«X 


I 


x + x/x)</ar = (D(a, x) 


r/rt 

r/x 


(C) 


(D) 


Berücksichtigt mau endlich, dass unter den bereits auf S. 6 angegebenen 
Umständen: 



KM 


Cop. IV. 


und also nach dem Vorhergehenden 

lIS r* l-l m - 1 
dx = J n * 

oder wenn man x = xs setzt 


JS 

(Ix 


/4-m — 1 
X 



1 


f/s 


1+m-l 

= X 


fl«) 


HO r(«) 

T(/+m) 


und umgekehrt 


5 


T(Q r(m) 
nt+m) 


| j'x l+m 1 /(x) f/x + 


Const 


l 

J 


wo nun die Constante so bestimmt werden muss, dass für x = 0, 
5 = 0 wird (gemäss Nr. (5)). Es ist mithin 


S = 


r(i) r(m ) r* /+«- 1 
r(l + m)J x 


fl«) dx 


oder auch wegen der Bedeutung von 5 und wegen der Gleichgültigkeit, 
des Iutcgralionshuchslabcns 




f(x+y)dy 


r(i) i» 

- r(l+m) 




ist. und geht mit Benutzung der Gleichungen (0), (II) und (E) in (A) zur 
Gränze riir unendlich abnehmende über, so crglebt sieh unmittelbar die im 
Texte angeführte Formel. 


Die wichtigsten durch Gammafunktionen ausdrückbaren Integrale. 105 

Etwas rascher gelangt man zu demselben Resultate, wenn man 
in dem Doppelintegralc 

« K — X 

J J* 1 y" 1 f(x + y) dx dy 

n » 

erst i/ = < — x also dy — dt und nachher x = ts, also dx = tds 
setzt, wofür man kurz sagen kann, dass x + ><, y = ( 1 — s)t genom- 
men und in der ersten Substitution s in der zweiten t als neue Ver- 
änderliche betrachtet worden ist. Es wird dann 

r / I — 1 m — 1 . . // t — 1 m — 1 /4-iri-l 

1 1 X f(.x-\-y)dxdy = Ifs (1— *) t f\t) du dt 

= js (I — s) ds Jt f(f)dt , 

Die Gränzen für l bestimmen sich durch die Gleichungen y = 0 
und y = x — x, die hier in (1- — z)< = 0, (1 — *)t = x — st über- 
gehen, woraus < = 0, t — x folgt; die Gränzen für s ergeben sich 
aus den Gleichungen ar = 0, x = x oder 0 = 0, 0 = x, nämlich 

X 

i = 0 , j= , oder weil t nach Ausführung der ersten Integration 

den Werth x angeuommen hat, s=0 und s = l. Mittelst dieser 
Substitutionen kommen wir auf die Formel (6) zurück. 

Betrachten wir jetzt den Fall eines dreifachen Integrales, oder 


S = f’x ' dx fy m 1 (ly l'z" ' f(.c + y + z) dz 
x + y + z ^ x 

so kann erstlich x das Intervall 0 bis x durchlaufen, dann müssen 

aber y und z so gewählt, werden , dass i/ + i ^ x — x ist; bezeichnen 
wir x — x zur Abkürzung mit x' , so befinden wir uns mit den Inte- 
grationen in Bezug auf y und : für ,'/ + * = n ganz in dem Falle, wie 

früher mit den Integrationen in Beziehung auf x und y für x -f- y 5-- x. 
Es ist demnach 



I) 


f y” ‘ dy f *" 1 f(x + y + z) dz . 
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Das Doppelintegral 


r“ r x ~ y 

J f \hj J z” V(r + //+:)</-- 


lässt sich aber nach der so eben entwickelten Hegel Nr. (0) auf das 
einfachere : 


,1t 


rednziren und wegen x' = x — x wird nun 

s =ä />v /r-7<, + <> 

und bei noclnnaligcr Anwendung derselben Regel 

_ r(m) r(n) mr(w+ v) 

~ />« + «) ’ /'(/+« + «) 


dt 


oder wenn man wieder l für u schreibt 


S 


T’(l) r(m ) r(n ) f f l+m+n ~ 1 

r(/+ m+Ti) J o 


m <n ■ 




Man übersiebt leicht den Fortgang dieser Reduktionen. Rei vier 
Variablen x, y, i, s, z. B. wo 

a- + y + r + s<x 

sein soll, kann man erstlich x von 0 bis x gehen lassen, und muss 
dann y, z, s so wählen, dass y+z-t-*^x — x ist, wobei x — x=x 

sein möge. Um nun wieder die Bedingung y + : + t ^ x' zu erfüllen, • 
giebt man y alle Werthc von y = 0 bis y = x' und wählt : und * so, 

dass i -+• t ^ x — y^*" bleibt, wo x" zur Abkürzung dient. Endlich 
lässt man i von 0 bis x" gehen und setzt s = x" — z. Es ist dem- 
nach bei vier Variablen für: 
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ft ft 

X X = X , X 7 / = X , 

d* f y” ‘ dy f t ‘ dz f s“ V(- c +. , /+ : + s ) 
J 0 * 0 * 0 


dz 


und wenn man das dreifache Integral in Bezug auf y, * nach 
Formel (7) und das nachher übrig bleibende doppelte nach Formel (6) 
reduzirt , so ergiebl sich 


S _ r ( 0 r (»0 IX») r(/i) [* l +m + «F p-> u 

r(l+m + n+p) 

und überhau])l gilt die allgemeine Reduktionsformel: 

fff. ' ' ' x ' * v " _1 z ”~ l • • A* +y + z + ••) ,/x % ■ 

r(/) r(m) r(») ... r i+m+»+...— 1 .. 

- r(/+m + » + ...) J. /u 




f </< 


wobei die Integrationen sich auf alle die positiven er, y, ... er- 
strecken, welche der Bedingung 

ar-f- y -f- * + .... ^5* (®) 

Genüge leisten. 

Eines der einfaclisten Beispiele für dieses sehr bemerkenswerthe, von 
Liouvillc gefundene Theorem giebt die Supposition f(er+ '/+:+•••) = 7 > 
wendet man auf der rechten Seite die Relation n r(y) = /'(l 
an , so wird 


fff x ' * y n * •" 1 ... dxdy dz ... 


r(i) r(m) r(») — /+».+n+. 

F'(l+7+n*+n+— ) 


Für 


* = (t)” ■ y = (I / - 2 = (i) 


und * = 1 ergiebl sich hieraus leicht : 
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Ulfs 


[ff r' ...na,,*.. 


jil qm rn 

ii f> e . . . 


pi/r 

wobei die Bedingung 


r(l) I'jm) f(») .... 

F(1 -(-/+»! + »+...) 


(i) p + (1)’ + (4>'+ s« 


erfüllt sein muss. Schreibt man noch x, y , i für 5 , y , t, und 

— ... für /, m, so gelangt man zur folgenden 

7> q r 

Formel : 



/—I m-1 « — 1 

x y 1 


(l.i ily dz ... 


I m n 

a b v ... 


VT — 


r < 7 > r( V )r( T>-" 


+ 7 + 7 + T + 


wobei sich die Integration auf alle positive, die Bedingung 


& + (f )’ + (7)' + S 1 



(in 


erfüllende x, y, 1 , ... erstreckt, 

> 

Die soeben aufgcstcllte Formel dient zur Auflösung einer grossen 
Anzahl von Aufgaben über die Bestimmung der Volumina, Schwer- 
punkte und Trägheitsmomente verschiedener Körper; so giebt z. B. 
die Formel 


fff 


d*dydz=° i*. 

pqr 


r <j> f <j> r < ‘ > 

r "+i+ 7 + 7 ) 


den Inhalt desjenigen Raumes an. welcher von den positiven Theilen 
der Coordinatenebenen und der durch die Gleichung : 
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C) '+(!)' + (7)' 


1 


charaklcrisirten Fläche begränzt wird. Sind p, q, r gerade Zahlen 
oder Brüche, welche dergleichen zu Zählern haben, so ist jene Fläche 
eine geschlossene, die durch die Coordinalcnebencn in congruente 
Octantcn zerlegt wird , und dann ist der hlus von der Fläche einge- 
schlossene Raum das Achtrache des obigen Ausdrucks. So findet man 
z. B. für p = r/ = r = :, dass \ abcn der cubischc Inhalt eines Ellip- 
soides mit den Achsen a, b, c ist, und ebenso leicht, dass der von 
der Fläche 


©‘ + (f)‘ + (D‘ = 1 


begränzte Baum durch 


* /’( j) 


ausgedrückt wird und demnach Idos von dem 


/ . dx 
■jr— 


ahhängt, welches auch zur Rektifikation der Lemniscatc dient. 

Durch Einführung neuer Variablen kann man übrigens die gefun- 
dene Gleichung 



f f 


x-y 

2 


r(i) r(m) r.(») .... r » 
/’(/+»» + «+ ... -1- *) 


„*-x—y—...-u 
J v~ l f& + y + ••• + t)dv 


j n 


m dt 


noch auf eine andere ebenso elegante als brauchbare Form bringen. 
Setzt man zunächst x = x — ? und berücksichtigt, dass überhaupt 
immer 



ist, so geht die linke Seile in: 
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_X 

f. »-'.<* /*■■**- 

/ t* V(*— S+y+-+ e ) rfe 

1 ^. 1—1 
/ («-5) 

.f 

0 

o u 

J 

0 

über. Für i 

y = 5 — ij , wo nun *7 die 

neue Variable und 5 constant 


für die Integration nach y ist, wird hieraus 


/V sj-'.ts 


rfij... Iv f{x — i 7 + : 


+ 


+ r) de 


führt man überhaupt statt der früheren Variablen x, y, e 

die neuen 5, y, C. ••• Xi u ein» welche mit jenen durch die 
Gleichungen 

x = x — $, y = 5 — ij, i = — .... v — x — m 

verbunden sind, so ergiebt sich ohne Schwierigkeit 




f ix—r' 

o 


f(x — oi) dm 


mnm) . 
r(l+m + 


r(s) r* t+ m +... +.-t 

+ oJ. 


m ^ . 


Setzt man weiter f(x — w)=©(w), also /'(<) = ®(x — <) und 
substituirt auf der rechten Seite statt t die neue Variable x — x, so 
gelangt man zu dem sehr eleganten Theoreme: 


f ' (x— £)* l d£ f — 1 dtj .... J* (x — tu)* O(m) dm 

c 0 *0 0 


( 12 ) 


Von besonderem Interesse ist hier der Fall 


in welchem wir 


/ + m + « + ... + *= 1 



(13) 
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setzen wollen, woraus © ( r) = <p (r) , also auch 0(w) = ip'(io) folgt. 
Es wird dann: 


f (*— 5 / J^GS— nf~ x d n ••• f (*—«)* l <p'(a>)dui 

* 0 0 0 

— r(i) r(m) ... r(s) ff (*) — f (»)J 

und da hier x eine ganz willkührliche Grösse bezeichnet, so dient 
diese Formel u. A. auch um eine willkührliche Funktion f (x) in ein 
vielfaches bestimmtes Integral zu verwandeln. — Reduzirt man die 
verschiedenen Variablen auf zwei, so wird m = l — l 




r <r'M dt) 

K 


WnV/ (»W - *(•)) 


und hierin spricht sich ein zuerst von Abel auf anderem Wege ent- 
wickeltes Resultat aus *). Man kann dasselbe auch in etwas anderer 


*) In Crcllc’s Journal ßrf. I. S. 153 beweist Abel zuerst den speziellen 

Fall 9 (x) = x“, was mittelst der Substitutionen y = Ie, { = »« sehr leicht ist. 
In der so entstandenen Gleichung 


y * I— t 

(X-S) *5 

■ 


/ 


atj 


\l n 


G-v) 


sin nl 


sieht nun der Verf. a als variabel an, multiplizirt beiderseits mit f(u)da, inte 
grirt nach a zwischen willkührlicben Gränzen und setzt dabei 



also 



/■(«) da = f'(ij) 


wodurch er ebenfalls zum allgemeinen Theoreme gelangt. Diese Ableitung ist 
jedoch nicht streng, da man nicht voraussetzen darf, dass sich jede Funktion 
?(a1 durch ein bestimmtes Integral von obiger Form ausdrückrn lassen mnss, 
oder mit anderen Worten, es frhlt der Beweis, dass die Gleichung 

rß 

<f (*) = I X & f (9) dfr, 

'' a 


worin /(£) eine noch zu bestimmende Funktion von & bezeichnet, für jedes 
gegebene <p(x) auflösbar ist. 
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• Form (larstellen, indem man sagt: sind zwei Funktionen 7 und so 
mit einander verbunden, dass 1 


•« ( 5 — vi 


= V'(l) 


( 15 ) 


ist, so erhält man umgekehrt q> durch \ p ausgcdrückt mittelst der 
Formel 

V («) - 7 (o> = — (io) 

71 Ja 

Der geniale, leider zu früh verstorbene Urheber dieses Theoremes 
macht hiervon eine sehr nette Anwendung auf das dynamische Problem 
von der Bewegung eines schweren Punktes auf einer gegebenen Curvc. 
Denkt man sich nämlich in einer Vertikalebcne eine Curve construirt, 
durch den tiefsten Punkt derselben, der als Coordinatcnanfang genommen 
wird, in vertikaler Dichtung die Achse der x gezogen, so wird der- 
jenige Bogen der Curve, welchem die Ahscissen .r = 0 und x = h 
entsprechen (dessen Projektion auf die Abscissenacbse —h ist) in 
der Zeit 



durchlaufen, in welcher Gleichung ih das Bogcnelement der Curve, 
ds 

also ^ die momentane Geschwindigkeit des Beweglichen im Punkte xg 

und g die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. In dieser Formel 
ist nun s als Funktion von x gegeben etwa s = q(x ) und man findet 
die Abhängigkeit des t von h etwa t — rp (/'). Kehrt man nun die 
Aufgabe um und verlangt diejenige Curve zu finden, für welche die 
Fallzeit t eine gegebene Funktion von h ist, so muss man umgekehrt 
s durch t oder q durch qj ausdrückeu. Vergleicht man (15) mit (IT), 
indem man q = x, § = /i, /= A und q (x) : •/ ag für q(x) setzt, so 
wird q>(j;) = xfi(fi) = t und die Formel (10) giebt jetzt 


1 

Jig 


\f(») — 7 (")j — ~ f 


(/i) tlh 
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oder wenn man x für das beliebige * schreibt und bemerkt, dass für 
x = 0 sich der Bogen tp(x) annulbrt 


oder 




/>(A)o 

/— 

t* t dh 

J yfx—i 


(18) 


wobei x constant für die Integration nach h bleibt. Hat man auf diese 
Weise * als Funktion von x bestimmt, so kann inan nachher die 
Gleichung der Curve in rechtwinklichen Coordinaten mittelst der 
Formel 



entwickeln, wobei die untere Integrationsgränzc sich aus der Bemerkung 
ergiebt, dass für ,r = 0 auch ^ = 0 sein muss, weil in diesem Falle 
schon s — 0 war. 


§. 20 . 


Die erste unter den Methoden, welche vorhin zur Reduktion des 
Doppelintegrales 

*—* 

* ' J y m l f.( x +y)<>ä 

o o 

/ 

dienten, eignet sich vorzüglich zur Transformation aller unter der 
allgemeinen Form 

ilx 

stehenden Integrale und diess ist in so fern von Werth, als das Problem 
der Complanation von Oberflächen immer auf solche Integrale führt. 

Schlömilcb , Analyt, Studien. • 8 
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Wir sehen nämlich £ als einen speziellen Fall des allgemeineren Inte- 
grales 

T — I f d yf(?,y) ( 2 ) 

J 0 J 0 

an , worin x eine willkührlich in <p (.r) eingetragene Constante be- 
zeichnet; zugleich setzen wir voraus, dass die verallgemeinerte Funktion 
<f (x, x) für x = I auf (f (x) zurückkomme und für x — x sich an- 
nullire. Nehmen wir zur Abkürzung 


,.T (x. *) 

f y) = *’(*>*) 


(») 


also 


T = f F(x, x) 


tlx 


so ergieht sich jetzt durch partielle Differenziation in liezug auf x 
tlT rVf'fj, x) 


fix 


= IX*, *) + f 


fix 


i/x. 


(4) 


Zufolge von Nr. (3) ist aber 

r& («. «) 


IX*, *) = I <l’l f(x, y) — f il>) f(x, y) — 0 
* 0 0 

t1F(x. x) , . r/rr(.r. x) 

-*=ü^ »<*•>)) -W- 2 - 


Die Subslitulion beider Ausdrücke in (-1) giebt jetzt 

= J /1-r. ?(*> *)) ( ~ 


oder 


f/7’ 

<ix 


T= J ,lx j* f[x, q(.r, x)J <>x + Conti 
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Nimmt man x = l , x = 0, suhlrahirt die beiden so entstehenden 
Wcrthe des T von einander und bemerkt dabei, dass für x=l das 
Integral T in S und für x = 0 in Null übergeht , so wird 

S = f d * /* /fo *(*.«)) (^*3^) d* • (S) 

Es ist sehr leicht, dein nach x genoinmeuen Integrale ebenfalls 
die Gränzen 0 und I zu verschallen ; in der Thal bedarf cs hierzu, 
nach Ausführung der durch 

' d* > 

angedeuteten partiellen Differenziation, nur der Substitution j = x£, 
wo & eine neue Variable bezeichnet. Man hat dann das mit variablen 
Intcgralionsgränzen versehene Integral in (1) auf ein anderes mit con- 
stanten Intcgralionsgränzen zurückgeführt und dicss ist für die Re- 
duktion des fraglichen Integrales deshalb ein wichtiger Schritt, weil 
in der neuen Form die Anordnung der Integrationen der Willkühr über- 
lassen werden kann. Um hiervon gleich ein elegantes Beispiel zu 
haben, wollen wir voraussetzen, dass sich in dem Integrale 

S, = \y)dxdy 

die Integrationen auf alle positiven , die Bedingung 

** + y* ^ I 

erfüllende x und y beziehen sollen , woraus 
<P (x) = / l—r 1 

folgt. Setzen wir nun 

q (x, x) = \f x l — x 1 

so genügt die verallgemeinerte Funktion q(.r,x) den Voraussetzungen 
q(x, I ) = q(x), q{x, x) = ft; zugleich ist 

,d<p (.) , jt)\ * 

V <U t = I** 
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und mithin nach Nr, (5) 


woraus für * = folgt 


'^*7F=? 


d » 


oder auch durch Umkelirung der lntegrationsordnung 

I 

s , = f a 77 = 9 ' 


(6) 


( 7 ) 


Man wird gleich übersehen , dass cs unzählige Fälle geben wird, 
in welchen sich entweder in (6) oder (?) die erste Integration bewerk- 
stelligen lässt und in allen diesen Fällen führt man die Complanation 
auf eine Quadratur zurück. Nimmt man beispielsweis 


,, „ (\ -/»*** — »V 

f(x,y) — y 


so ergiebt sich auf der Stelle aus der Vergleichung der beiden Wcrthe 
von *S 


f f dx di/ f* ^ —S— U * ** ^ ör ** ^ 


- I.7T* f 4*=*^ 




( 8 ) 


Setzt man zur Abkürzung 

ß' 9 2 + c*(l — »') = w‘ ( 9 ) 

und führt eine neue Variable i = x* ein, so erhält man unmittelbar 


ff dx d,j flEEfEflL (für x'+y'< 1) 

. « f' *» r' , : 

~*J 7 i~ 7 2 J dz VT^r 
0 ° 

= 1 f' d L . h . /( 1 + <u )\ 


( 10 ) 
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nie man durch Ausführung der Integration nach i ohne Schwierigkeit 
findet. Statt nun lur « seinen Werth aus Nr. (9) zu substituiren , be- 
halten 'wir diese Grösse gleich als neue Variable bei und entwickeln 
il9: \f 1— t) 1 mit Hülfe von w. Aus Nr. (9) folgt dann 



• 

woraus d fr und / 1 — ’ leicht abzuleiten sind. Berücksichtigt man 
endlich noch in Nr. (10) die Formel 


/ 


d» 





so erhält man ohne Schwierigkeit 



Diese elegante Formel dient zugleich zur Coniplanation des drei- 
achsigen Ellipsoids. Wendet man nämlich die allgemeine Complanations- 
formel 



auf den Fall an, wo 

(7)' + (i ) 1 + ( l ) = « 

oder 

t— -(!)'-(!)' 

ist, setzt zur Abkürzung 
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und dehnt die Integrationen so aus, dass V die Fläche des von den 
positiven Theilen der Abscissenachsen durchschnittenen Octanlcn des 
Ellipsoids darslcllt, so findet man 


V = 



unter der Itcdingung 



( 4 ) + 


(4) s 


wie man leicht aus einer einfachen geometrischen Betrachtung abnehmen 
wird. Für § = ax , rj — by wird hieraus 


v - - 4 S! ,u *• /' i 


** + y 1 < i 

und mithin wird nach Formel (11) die Oberfläche eines Octanlcn des 
dreiachsigen Ellipsoids durch 


1 «ü 1 . 1 -f- 

inb 71 + ' ab J. ,Uo (,8) 


ausgedrückt. Dabei sind a und /? die beiden Excentricitäten des El- 
lipsoids und zwar, wenn o>6>c, a die kleinere, beide aber ächte 
Brüche. Dass dieselben in unserer Formel zugleich als Gränzen des 
nach u> genommenen Integrales auftreten, ist eine eigentümliche Er- 
scheinung. 

Weitere Details über diese Methode zur Reduktion doppelter Inte- 
grale würden hier um so überflüssiger sein, als wir namentlich im 
zweiten Tlieile dieser Schrift viel allgemeinere und cxpcditivcrc Mittel 
zur Reduktion solcher vielfacher Integrale , in denen willkührliche Funk- 
tionen Vorkommen, aulzeigcn werden. 
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§• 21 . 

Die Ilauptschwierigkeit bei der Behandlung derjenigen vicirachen 
Integrale, in denen die Intcgrationsgrünzen hlus durch eine oder meh- 
rere Bcdingungsgleichungcn hcstiniint werden, besteht, wie man aus 
dem Gedankengange der vorigen Paragraphen leicht abnehmen wird, 
darin , dass hier die Aufeinanderfolge der Integrationen unabänderlich 
vorgeschricbcn ist , indem die fntegrationsgränzen für die erste Variable 
Funktionen der zweiten Variablen, die Gränzen für diese wieder Funk- 
tionen der dritten Variablen etc. und erst die Inlcgralionsgränzcn für 
die letzte Variable (früher x) constante Grössen sind. Diese feststehende 
Ordnung beraubt uns der Möglichkeit, eine Umkehrung der Integralions- 
ordnungen vorzunehmen , welche nur bei durchweg constantcn Grenzen 
anwendbar, dann aber auch eines der mächtigsten Ilülfsmittcl zur Vcr- 
werlhung vielfacher Integrale ist. Es drängt sich daher von selbst die 
Frage auf, ob man nicht durch irgend einen Kunstgriff das fragliche 
vielfache Integral in ein anderes verwandeln könnte, dessen Inlegrations- 
gränzen constante Grössen und womöglich 0 und oo oder — ao und 
+ ao sind, weil man viele Integrale der letzteren Art kennt. Diesen 
Gedanken hat Lejeune Dirichlel auf die folgende ebenso einfache 
als geniale Weise ausführen gelehrt *)• 

Um einen bestimmten nicht zu complizirtcn Fall vor Augen zu 
haben, sei 

S = f ff - F ( x < V< • • •) dx >hj <h ... (I) 

das gegebene vielfache Integral, worin die Integrationsgränzen unter 
Voraussetzung positiver x , y, z, ... durch die Bedingung 
* + .'/ + * + • • • < 1 

' bestimmt werden mögen. Gesetzt nun, man könnte ein Integral 



*) M. s. Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften zu 
licrlln; aus dem Jahre IS39. erschienen 181*1 . S. 61 der mathematischen 
Abhandlungen. 
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auftreiben, dass fiir alle Werthc der darin enthaltenen willkührlichcn 
Constante ff, welche unter der Einheit liegen, £=1 dagegen für alle 
o >1 , £ = 0 wäre, so würde man weil der erste Fall o<l mit 
der Bedingung # + $ -j- : + • • • <C 1 conform ist , auch sagen kön- 
nen, dass 

f ß 

J f(io, x -f y 4 - 1 + . . .) du> = 1 oder = 0 


ist jcnachdcin 

x + y + 1 + • • • < 1 oder > 1 

auslallt, und dahei würden x, y, z, ... natürlich als willkührlichn 
Constanten in Bezug auf die Integration nach w erscheinen. Betrachten 
wir nun das Integral 



y, i, ...) ilx i!y <h 




so erhellt auf der Stelle, dass es mit <S so lange identisch ist, als 
x + y + : + . . . < 1 bleibt, dass cs aber verschwindet, sobald 
x-\-y + : + > 1 ausfällt. In dem Falle endlich, wo ar+^ + z + ... = l 

ist, annullirt sich das Integral von selbst, welchen Werth auch der 
Faktor £ haben möge, weil cs sich dann auf eines seiner unendlich 
abnehmenden Elemente reduzirt*). 


*) Handelte cs sich z. B. um die Gnbatnr des Ellipsoids, so wäre das 

Integral J J'J dx dy dz so zu nehmen, dass = I 

bleibt, d. h. cs wären alle diejenigen Kürperelcmentc zn addiren, deren Coor- 
dinaten x, y, s, die obige Bedingung erfüllen. Von diesen Elementen liegen 

jr 1 y l j J 

die, welche der Umglcichung J + ^-' ) + J <1 1 genügen, in- 

nerhalb der begränzenden Fläche, und die, fiir welche J J = I 

wird, auf der genannten Fläche. Da man sich aber die Elemente als unendlich 
abnehmend zu denken hat, so bilden die Elemente der letzteren Art die begrän- 
zende Fläche selbst and liefern keinen Beitrag zum Volumen des fraglichen 
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Aus diesem Allen zusammen folgt, dass S' immer denselben Werth 
behält, man mag nun die Integrationen nach den Gränzen verrichten, 
welche der Bedingung a- + y + : + ...<[l genügen , oder nach an- 
deren und zwar grösseren ; man kann daher auch behaupten , dass 


S* 



F(x, !/>*> -»)dx 



!> 

f (w, x+y ,)d(t> 


ist; denn denkt man sich das Integral in seine Elemente zerlegt, so 
scheidet der Faktor £2 von selbst alle diejenigen Elemente aus, für 
welche ■* + # + :+. ..>1 wird. Da nun ausserdem S' = .S ist, 
so haben wir 


fff F(.c, y,.z, ...)dxdydz ... 

= / f I ... F(x t y, z , ...) dx dy dz ... f /(w, x+>/-\- d<o. 


(3) 


Hier steht nun zwar auf der rechten Seite eine Integration mehr, 
aber dieser Kachtheil wird durch den Vortheil constantcr Gränzen weit 
aufgewogen. 

Da nun Alles darauf ankommt, ein Integral i2 von den obenange- 
gebenen Eigenschaften zu haben, so müssen wir uns zunächst nach 
einem solchen umschcn. Es ist aber für lediglich positive c 



n 

T 


(*) 


und hieraus ergiebt sich leicht; 


Körpers, oder es ist f'f'J dx dy dt = 0, sobald (t - ) = * 

wird. Ganz ebenso verhält sich die Sache mit den Integralen S und S', so 

dass es einerlei ist, ob man die Bedingung a:+y+v+...< • oder x+y+*+...=i l 
aafstellt. 

8 * 
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I 


'* sin bt cos at 


dt 


1 f sin (6 + a)t + 

~ T J T~ 


sin(b — a)t 


dt 


= i_ !'* »’>((> + “ ) ,/t + i_ f* •i njb- a) dt 
% 0 % 0 

folglich in dem Falle 6>n jedes der Integrale rechts = -g- und 

f 


sinbteosat , n , 

1 dt = y, »>«. 


Dagegen wird für b < « 

/ * si'ö A< cos «< . 1 f 


sin (a-\- b)t 


rf/ 


T/ 


1 /• sin(a — b)t dt 


und da hier a — b positiv ist, 


f sin bt cos nt . . 

/ r/< = 0 , A < u 


Setzen wir noch 6=1, « = o, i — u> so folgt: 


2 C* sin w 
n J . u 


cos aco du =1 für o < I 
= 0 „ „>1 


( 5 ) 


und also erfüllt das vorstehende Integral die Bedingungen . welche dem 
£1 auferlegt waren *) , und wir haben demnach zu Folge der Glei- 
chung (3) für: 


*) Die Auffindung des Integrales fl, welches Lejenne Dirichlet sehr 
passend den Disk on ti nuitä t s fak tor nennt, steht hier noch als ein ver- 
einzelter Kunstgriff des Calcüls. Dagegen werden wir im zweiten Thcile dieser 
Schrift zeigen, wie sich dergleichen Faktoren in beliebiger Menge entwickeln 
lassen und dass es namentlich sehr leicht ist, ein Integral anzugeben, dessen 
Werth eine ganz beliebige Funktion /( o) oder Null ist, jcnachdem o innerhalb 
oder ausserhalb eines gegebenen Intervalles X bis * fällt. Der obige, bis jetzt 
der einzige bekannte, Diskontinuitätsfaktor erscheint dann nur als die einfachste 
Spczialisirung/(o) = 1, A = 0, «=sl. 
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+ y + * + ^ 1 


die Formel: 


fff • • . F(x,y, z, .. .) dx dy di 

... F(x, y, z, . . .) dx dy dz ... 


0 0 0 


/ 


sin (o , , . . . 

coi (x -+- y + 1 + • • ■) w " w 


Bemerkt man noch, dass eosaui der reelle Bestandteil von e 
ist (i' = /— 1), so kann man statt des Vorigen auch sagen, dass 
das Integral: 


f ff" F ( x ' dx dy dz ... 

* + y + 1 + ••• ^ 1 


( 6 ) 


die reelle Partie des folgenden ausmacht: 

... F(x, y, z, ...) dx dy dz ... 


if.I.I. 


/ sin u — t* + y + * + ••*)"' , 1 

J.-‘ *•) 


( 7 ) 


Mit welcher ausserordentlichen Leichtigkeit sich dieses sehr allge- 
meine Theorem zur Verwertung vielfacher Integrale anwenden lässt, 
mögen die folgenden Beispiele zeigen. 

Es sei 


. I— t m— 1 n— 1 — «(j + y + i + ...) 

* (•*, y, *> •••) = * y * ••• * 

so würde es sich nach Nr. (7) um den reellen Bestandteil von: 


( 8 ) 


Digitized by Google 


124 


Cap. IV. 



handeln. Statt nun zuerst nach io und dann nach x, y, z, zu 
integriren, kann man hier zuvor nach x, y, i, ... integriren und die 
Integration nach w bis zuletzt aufsparen, so dass das Integral in 


2 

71 


ff sin (o , / 1—1 

/ — a» i * 

t/ o t/a 


— 1 — X 


dx 



~{a+ui)y 

e 


dy .. 


übergeht, wobei jetzt die Variablen x, y, :, ... so gesondert sind, 
dass die Integrationen nach denselben sich auf ein hloscs Produkt ein- 
facher Integrale reduziren , deren Werthe sehr leicht anzugeben sind. 
Man erhält nämlich 


r(l) r (m) J'(n) 


ff sin fi 

“ Ja^ 


dto 


, , .. I + m +"+— 

(n + au) 


und der reelle Theil hiervon ist der Werth des Integrales 

fff ... x~' y— ‘ . . . «-•(*+»+«+-) djc dljdz ... 

für x + y + i + . . . < 1 , 

wobei nur positive Werthc von x, y, i, ... vorausgesetzt werden. 
Ist nur eine Variable x vorhanden, so folgt hieraus 


die reelle Partie von — 


fr 


sin fü fluj 

U) 


(n + ui) 


-mjf' 


— 1 - . QX 

€ dx 


und wenn man / -}- m -f- n + . . . für / setzt : 
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die reelle Partie von 


if. 


dm 


sin (0 
tu 

(n + mi) 


i *+■»+<■+.— 1 

- + -> J.* 


/'(/ + m + 

und wenn man diess für das Vorhergehende benutzt, so wird 
f f I ... x y z ... e * dxdy dz ... 

r(n) ... / + bi + t 


— flj 

e tl.r 


_ r(Q roo r( n) 

r(l+ m + 


OJ 

e rfx 


(«) 


Aus der Ableitung derselben scheint hervorzugehen, dass dieselbe 
für « = 0 nur dann richtig bleibt, wenn l, m, n, etc. positive ächte 
Brüche sind; man kann sich aber leicht überzeugen, dass wenn über- 
haupt die Gleichung (9) für jedes positive a gilt, gleichviel auf welchem 
Wege man dieselbe abgeleitet haben mag, sie auch noch für a = 0 
ganz im Allgemeinen ein richtiges Resultat liefern muss. Lässt man 
nämlich in dem Integrale 



»—1 m— l 

X y 


1 — e 


«(*+ y+-> 


} dx dy ... 


n bis zur Null abnehmen, so nähert sich, weil x -f- ,»/ + z + ... die 
Einheit nicht übersteigt, auch o(x + y-j-z -f ...) und ebenso der 
Faktor 


— «Or-Py-t-i-t-...) 
I — e 


der Gränze Null und mithin ist dann der Werth des obigen Integrales 
= 0, woraus sehr leicht folgt, dass 


= Lim 



... dx dy ... 

— «>+»+•••) 

. c tlx dy . . . 
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ist, wobei sich das Zeichen Lim auf die unbegränzte Abnahme von « 
bezieht. Wir haben daher auch 

fff * * y” 1 ... dxthj ... 

1 

r(l) r(m) ... f !+m + ...— 1 — <i(x+y + ...) . 

= rill ; * Lun Ix e dx 

__ m r(m) r(n) .... 
r(l+l+m+n + ...) 


und hiermit kommen wir auf die schon im vorigen Paragraphen bewie- 
sene Formel zurück; die Priorität ihrer Entwickelung gebührt indessen 
Lcjcunc Dirichlet. 


§• 22 . 


Eine der elegantesten Anwendungen des so eben auseinander- 
gesetzten Verfahrens, in welcher ebenfalls die Gammafunktionen eine 
nicht unwichtige Rolle spielen, ist die Reduktion des dreifachen Inte- 
grales 




dx du di 

• (» — l) 


= s 


(i) 


worin sich die Integrationen auf alle diejenigen positiven oder negativen 
Werthe von x, y, z erstrecken sollen, welche der Bedingung 


+ (D 2 + < 1 


( 2 ) 


Genüge leisten. Dieses Integral ist deshalb von besonderem Interesse, 
weil ihm eine unmittelbare physikalische Bedeutung zukommt; cs dient 
nämlich zur Berechnung der Anziehung, weiche ein Ellipsoid mit den 
Achsen a, b, c auf einen irgendwo im Raume gegebenen materiellen 
Punkt ausübt, vorausgesetzt, dass die Anziehung nach der rezi- 
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proken Potenz der Entfernung überhaupt wirkt *). Setzen wir zur 
Abkürzung 

✓ (*-«)* + 1 (y-ß)' + (z- y )' = T (3) 


*) In kurzen Worten ist die Ableitung hiervon folgende. Irgend ein Ele- 
ment des Ellipsoids, dessen Dichtigkeit J ist, hat A dx dy dz zur Masse, wobei 
x, y, * die Coordinaten des fraglichen Elementes sind. Ist r die Entfernung 
desselben von einem bestimmten Punkte, dessen Masse = 1 sein möge, so zieht 

es denselben mit der Kraft ^ ^ <,X an und die Richtung dieser Kraft fällt 

mit der von r zusammen. Heissen 1, p, r die drei Winkel, welche die Richtung 
von r mit den drei (Koordinatenachsen, wofür wir die Achsen des Ellipsoids 
nehmen, einschliesst, so sind 

A dx du dz . A dx du dz A dx du dz 

-- cos A , cot u , cot » 

r*. r* r* 

die längs der (Koordinatenachsen wirkenden (Komponenten jener Elcmentar- 
anzichung. Nennen wir ferner A , B, C die Componenten der (iesammtanziehung, 
welche das ganze Ellipsoid auf den gegebenen Punkt ausübt, und setzen wir 
die Dichtigkeit im ganzen Körper als gleich voraus, so ist 

" •*="///£ L ^"»- 

und hierin müssen die Integrationen so ausgeführt werden, dass man alle Ele- 
mente mitrechnet, die nicht ausserhalb des vom Ellipsoide umschlossenen Raumes 
liegen, deren Coordinaten also die Bedingung 

O' + (I)' + (t)' s ■ 

befriedigen, wobei man statt ^ auch blos ^ setzen kann. Sind nun weiter 
ß, y die Coordinaten des gegebenen vom Ellipsoide angezogenen Punktes, 
so finden die Gleichungen 

r’ = («-*)> + Cß—yY + Cr- *)’ 

i 

, a — X ß — u v — z 

cot A = , cot u = — - , cot r = 

r'^r r 

statt, in denen wir blos auf die absoluten Wcrtke der Differenzen o— x, ß—y, y— z 
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wobei das Wurzelzeichen immer positiv genommen werden möge und 


©’ + (f > + (7) = 


(■» 


Rücksicht zu nehmen brauchen. Ferner ergiebt sich durch partielle Differen- 
ziation von r* nach a 

— x df 

r dr = (o — x) da, oder — - — = da ~ C °‘ * 


und mithin nach dem Vorigen 


A = J 


ffß 


dx di/ di 


dr 

da 


und wenn man die Gleichung 



s — 1 da 


1 *L 

r ‘ da 


berücksichtigt 


A 



dx dy dx . 


I)a aber die Integrationen nach x, y, x und die Differenziation nach der arbi- 
trären Gonstanten a von einander unabhängig -sind, so kann man auch umgekehrt 
erst integriren und dann differenziren , also 


, d f * frfdxdydx \ 


setzen und wenn man einfacher A = I , 


nimmt, so hat man 






Die Grosse S fällt mit dem in (1) aufgestellten Integrale zusammen und ist das, 
was Gauss in seiner Abhandlung: „Allgemeine Lehrsätze über die im ver- 
kehrten Verhältnisse des Quadruts der Entfernung teirkenden Anzichungs- 
oder Abstossungskriifte, Leipzig 1840,“ das Potenzial der Anziehung resp. 
Abstossung genannt hat. 
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so erhellt, dass das in Rede stehende Integral mit dem folgenden 


1 1 
n s — 1 





zusaminenRllt, weil der hinzugesetzte Faktor alle diejenigen Elemente 

des Integrales ausscheidet, welche der Bedingung a 1 nicht genügen. 
Statt des vorstehenden Integrales betrachten wir noch bequemer das 
folgende 




sin üi out 


dui 


(3) 


— oc — ■ «c 


von welchem jenes, also auch S, den reellen Bestandtheil bildet. 
Durch Umkehrung der Integrationsordnung wird nun 


5 = 


1 I sin ai , | / 1 | tlx du dz 

J “ * J J J T" 


(6) 


— oc — oc — oc 


aber auch hier kann man die Integrationen nach x, y, z nicht sogleich 
ausführen, weil sich der Ausdruck 


d . r dy dz aut 
7-i e 
r 


dx dy dz 




((*-«)* + (y -/»)» + (* -y)*J 




nicht in drei Faktoren zerlegen lässt, von welchen der eine nur x, 
der andere nur y und der dritte nur z enthielte. Da nun aber Alles 
auf die wirkliche Ausführung der gedachten Operation ankommt, so 
wollen wir jenes dreifache Integral vorerst für sich betrachten und die 
Gleichung (6) kürzer in der Form: 

Scblomilcb » Analyt. Studien. 9 
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, 2 1 I sin io 

i ns — 1 / tu 


du) S 


(7) 


darstellen, wobei zur Abkürzung 


IX OC _« 


s -=-///^' 


(8) 


— OC — OC — OC 


gesetzt worden ist. Hier bedarf es nur einer sehr einfachen Substitution, 

um sogleich die Integration zu ermöglichen, man muss nämlich 

selbst in ein bestimmtes Integral verwandeln, was auf folgende Weise 
geschieht. Lassen wir in der bekannten Formel 




/*" . 


— 1 fcsri 1 2 — ^ I 

e tue = « , 1 > |U >• ( 


— 1 


an die Stelle von jc, 6, /u die Grössen: », r*, — treten, so folgt 


2 _ j' 


1 > > 0 


oder 


/ »* .-a 

» W 3>,> 2 

und mithin ist unter der Voraussetzung, dass s zwischen 2 und 3 
liegt, 

a n • 


■ = 7c=T)f f f*' r ' 

\ Z J — -OC— OC— OC 


(ZS 
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oder wenn man die Integration nach 9 bis zuletzt aufspart 


_ V X X OC 


r* &i _ 

dx dy di e e . (9) 


■ « — X — OC 


Zieht man das Produkt der beiden Exponenzialgrössen in eine 
einzige zusammen und gubstiluirt für a und r* ihre NVerthe, so hat 
die neue Exponenzialgrösse den Exponenten 

awi + r'9i = ( u * -f ß* + f)9i 

+ ((J + *)**- 2«*r)i + ((£ + 9)y' - 

+ (0 + 


und folglich zerfällt diese Exponenzialgrösse in 4 andere als Faktoren, 
von denen die erste einen constantcn Exponenten, die zweite einen 
blos von x, die dritte einen blos von y und die vierte einen nur von 
i abhängigen Exponenten besitzt. Da nun hierdurch eine Sonderung 
der Variablen bewerkstelligt worden ist, so verwandelt sich das drei- 
fache Integral 


f f f d * d * dz 


— OC — OC — X 


(o« 4 - r * &)• 
e 


( 10 ) 


in das Produkt folgender vier Faktoren: 

(a’+p+r')* 1 ' 


f* ((ir + *)- r, -‘ 2a * r )' 

J ,Ue 

— OC 

r* f ((p- + »)!/'- i 

— 9c 

r* h 
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wobei sich sämmlliche Integrationen ausführen lassen , wenn man die 
Formel (17) in §. 13 nämlich 



in Anwendung bringt, indem man der Reihe nach u—x, y, * 


h 


- + 
o* ^ 


£ + *> 



le = ad , ßd , yd 

setzt. Hat man so die Werthe der 3 Integrale in (11) bestimmt und 
mulliplizirt dann die vier unter (11) verzeichneten Faktoren, deren 
Produkt dem Integrale in (10) gleichgilt, so findet man nach einer 
kleinen Reduktion 



dx dy di 


(s u + r 7 i 
e 


i 

n 


/(? + *) (£ + *) 0 + *) 


Jm" + 0w< 
t 


wobei zur Abkürzung 


0 = 


a*d 


ß*d 


y'd 


to + o*^ a>+6*3- ‘ co + c’3' 

gesetzt worden ist. Die Formel (ö) gestaltet sich nun wie folgt 


( 12 ) 


J (i-i)« C K 

' r (^) e J 


1-1 

„ z 0*»' 
d dd e 


• ( 5 +^) 


wobei man statt e kürzer — 1 schreibt. Substituiren wir das ge- 
fundene Resultat mit der Rücksicht, dass: 
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r (‘^) = r ( 1 ^ 1 ) 


ist, in die Gleichung (7) so wird 

OC 


^ r* . oc i-3 

, >fn e * I rin tu / & 2 d 

‘~r(i+l)J a w “ J f 


c 


8*i 


^ (J + ^)(^ + ^) (£+*) 


Von den zwei Integrationen, welche hier verlangt werden, lässt 

Cü 

sich nun wieder eine auf folgende Weise ausführen. Man setze 9 — ~, 
wo i eine neue Variable bezeichnet, so wird 

* — 3 «— 1 

„ 2 2 dt 

9 d9 — — u 

~2~ 

T 


ferner 


+ »)(?+') <?■ + ») 


‘ # + 1) (f + 4) (? + I) 


J \(0 + ?)(■ + £)(>+?) 

ausserdem geht 0 über in 

+ + = r <,3 > 

wobei T zur Abkürzung dient. Den Integrationsgränzen endlich $•=() 
und 9 = ac entsprechen jetzt t = « und t = 0, die man aber ver- 
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tauschen darf, wenn man dein Integrale das entgegengesetzte Zeichen 
giebt, wodurch es wieder positiv wird. Diese Substitutionen geben 
nun zusammen: 


f V * n x . V /»* i-i . Tut 

/ ji e I sin co ! io I. t Ilse 

= n?) J- ’ " T J. ^(>+j)('+i)( i+i) 


durch Umkehrung der Integrationsordnung wird hieraus: 

s t /n r * ‘ f 

' r C4 i ) 4 >f('+?K‘+i)(i+^) 


(“> 


f. 


^—3 . Tut l 
co sin io e tlut] 


und weil hier T in Bezug auf io constant ist, so erhellt sogleich, dass 
sich hier die Integration nach to ausführen lassen muss. Da es uns 
aber nur um den reellen Bestandteil dieses Integrales zu thun ist, so 

stellen wir e~ 4 unter das Integralzeichen und zerlegen 

(Tu y) I s *;i 

e in co* ( Ico T ) ■+• i sin (Iw • 

4 4 

Wir haben dann nach dem Früheren 

s = f _ == 

r (-^~ ) ", /(* + ^) 0 + gr) ( l +p) 


f. 


(15) 


Sttt (0 

3 


7 cos (Tw j)duj . ' 
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Was nun das Integral nach io anbelangl, so zerfallt dasselbe in 
die folgenden : 


Iß 


ü) .Sit 

cos Tu du) + sin — 

4 


^ sin w 


sin Tw dw (16) 


wobei zur Abkürzung X statt 3 — geschrieben worden ist ; ferner 
hat man wieder für T 1 


t i 1 f >X *in(l — T) i 

1 funO-T) 

2 J. »' 


dio 


■ ( 1(0 


d. i. unter Anwendung bekannter Formel 


/»*. 

I sin a t 

J 


cos Tw dw = . ■- 


{(l-T) ‘ + (1 + f) 1 


dagegen für 1 


cos Tw da, = - ± f *(T-l)i 

l " 2 J. 


+ T 




r/üJ 


1 sin (T-+- 1) <o 
_ I A < 

J. 

I — ‘Z -1 + <r+1)'“’l 


ferner für T < 1 : 
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sin Tu du 


l sin u 

J.? 

1 | COS (l — T^u. 1 / co»(l -f 

2 J. »' 


T’Jcü 


dw 


{(1 — T) 1 - (1 + T) '} 


4T(1) cos^Itc 


und für T~^> 1 


/' 


■ mm 7'w d« 


^+^ J±du 


1 [* cos (T — ljtij 1 f* cot(T 

= T J. “ l T J.~ 


= ., <<r— l) 1 ' - <r+i)* 'I 

4T(X) cos^Xn 


Substituirt man diess in Nr. (16) so findet man, dass die dortige 
Summe für T gleich 


COS 

sn 

~T 

sin 

sn 

~T 1 




4 

bs + 


4 1 

Xn j 

(i- 

7’) 

' sin 

2 

cos 

T 




sn 


sn 



icos 

T 

sin 

*4"i 



J— 

4 

Xn 

— 

Xn 1 

(i + 

7') 

I sin 

T 

cos 

T 

S 



l-i 


l-i 


und für 7’> 1 gleich: 
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"4 n>) j 


Xn 


+ 


4 / 1-1 


Xn 


j\ 


4r(i) 


Xn 


T f 

~rJi (7 ’ +1) 


Hieraus findet man sehr leicht mittelst des Werthes X = 3 

dass diese Summe 

= * (1 — T)~*. oder = 0 

2r(3--£) 

ist, je nachdem T unter oder über der Einheit liegt, was wir so zu- 
sammenfassen wollen , dass wir 


<Z>(7’) 


2r(3 - T ) 


(17) 


für jene Summe schreiben , wobei 
» 

2 _ * 

für 7’<1, (D(T) = (1 — T) 1 
„ T>1, (D(T) = 0 


ist. Bemerken wir nun, dass der Ausdruck in (17) der Werth des 
nach ui genommenen Integrales in Nr. (15) ist, und setzen wir zur 
Abkürzung 


y[i 1 + ^) i 1 + &) { l + ?) 


= F(t) 


so folgt jetzt: 


9* 
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£ 


3 

Y 


71 



) 




f F(i)th a>(T) 


(18) 


wo es sich min noch um die Entscheidung von 7'<1 oder 7’> 1 
bandelt. Diese kann sehr leicht auf folgende Weise gegeben werden. 
Der Ausdruck 

T _ -JL_ + JL- + -S- 

in welchem i von 0 bis ce gehen muss, bleibt ganz sicher < 1, wenn 
schon für r = 0 


® + ( 4 ) + © < 1 

ist, und man hat dann 


S = 


2 r (i.+i) r(3 — y) 


r* 2 -4 

/ F(z) rfr (1 — T) \ 


(19) 


(20) 


Wäre dagegen 


( 4 ) + ( 4 ) + © > > 


( 21 ) 


so ist für sehr kleine t auch noch 5T>1; wenn aber t unhegränzt 
wächst, so nimmt T conlinuirlich bis zur Gränze Null ab und folglich 
muss cs einen aber auch nur einen Werth von r geben, für welchen 
T= 1 wird; heisst t, derselbe, so ist er nichts Anderes als die ein- 
zige positive reelle Wurzel der Gleichung; 


+ 


/»* 


+ r ^ l? + r 


+ f 


= 1 


( 22 ) 


und zugleich wird für t<t,, 7’> 1 und z > t, , T<^1. Zerlegen 
wir nun das Integral,: 
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F(i)ih 0(T) 


in die beiden folgenden 


I F(t)di 0(1') + f F\i)ih0(T ) 


so ist im ersten Integrale T<r,, mithin Ty> 1 und ®(7') = 0, wo- 
durch sich das ganze Integral annullirt. Es bleibt daher blos das 
zweite integral übrig, worin T>r,, 7'< 1 und folglich für O(T) 
der früher angegebene Werth zu setzen ist. In diesem Falle ha- 
ben wir 


S = — 


2r (i+J) r( 3-1) 



Beide Werlhe von S lassen sich, wenn man noch für F(i) seinen 
Werth setzt, in der folgenden Formel zusammenfassen: 


S = — 




(23) 


.2-4 


/ * i-4 

-7 ^ T (1 - T ) 

v 1+ ?)( 1+ ^)( 1+ ?) 

worin für die untere Gränzc t entweder 0 oder die reelle positive 
Wurzel der Gleichung 


+ 


ß 1 


+ ?rrz= » 


a* + t b 2 + t c* + t 
zu setzen ist, je nachdem die Summe 

V 

,, a o 7 ..i 

(I) + (4) + (4)- 

unter oder über der Einheit liegt. 
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Vermöge des ursprünglichen Wertlies von S und der Formel 


r(^) - ^ r(l=-') 


können wir nun auch die Gleichung aufstcllen: 
III dx dy di 

JJJj 


/(x — «)’ + (y — ßf + (i — y) 1 < *~ 1) 


n f‘ r * iIt 


(i -T) 2 


>(24) 


worin t die nämliche Bedeutung hat wie oben und sich die Integrationen 
der linken Seite auf alle positiven und negativen Werlhe von x, y, z 
erstrecken, welche der Ungleichung 


+ (*)'+ (t)' < 1 


Genüge leisten *). 


*) Es ist jetzt aurh sehr leicht, die in der vorigen Note betrachteten Com- 
ponenten A , fl , C zu bestimmen. Die erste findet man durch Differenziation 
der Gleichung (23) nach a , wobei zu bemerken ist, dass a nur in T vorkommt 
und vermöge des Wcrthes von T 


2 — * 

rf(l — T) * 

da 




(l-T ) 1 5 


wird, was sich leicht substiluiren lässt. 

* 
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Reihen, welche mit Hülfe der Gammafunktionen summirt 
werden können. 


§• 23 . 

Von besonderer Wichtigkeit wird uns die schon o(l gebrauchte 
Formel 


' I(p + q) 


( 1 ) 


noch dadurch, dass sich von ihr ein vielfacher Gebrauch zur Summirung 
verschiedener Reihen machen lässt; so kann man z. B. mit ihrer Hülfe 
leicht zeigen , wie man die Summe der Reihe 


+ 


A, u 


° (“ + 1) (“ + 2) ... («+,>-1) T 

+ ■ . 

(“ + fy) (“ + V +1) ■ • ■ (« + 2/f + p — 1) 

findet, wenn die der einfacheren 

+ A t u + A J u I + A t u* + .... 

bekannt ist. Da diese Reduktion eine reiche Quelle von Rcihensum- 
mirungen bildet, so möge eine genauere Exposition derselben folgen. 

Vertauscht man in der Formel (1) p und q gegen einander, so 
ist auch 


f x 1 * (1 — xf ' dx — 


r(g) r(p) 

r{q+p) - 

und wenn p als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird 




x) P * dx = 


_ 1 . 2 ... ( />—!) 

q(q + J)(v + -) ••• (q + p— i) 
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und wenn wir das beliebige q=a-\-nß selzen und 1.2 ... (/> — 1) 
zur Abkürzung mit ( p — 1)' bezeichnen 


1 

(/>-!)' 


/ 


a + nß — 1 
X 


P — t 

(1 — ./) dx 


1_ 

(« 4- "ß) (« + nß + i) ... («« + nß + p — lj 


und durch Multiplikation mit A n u" 


f ' 


dx A (« ar) 


(« + «ß ) (« + ”ßs+ 1) ... (« + nß + v — 1) 


Setzen wir in dieser Gleichung w = 0, 1, 2, 3, ... und addiren 
alle so entstehenden Glieder, so ergiebt sich 

(p _ j)‘ f • r ° _l — *f dx { A„ + A, ux ß 4- A^ (« x ß )' 4- } 

n _ , A , «* _____ . 

«(« + 1) (« +p — l) ' (» + ß) + + i) •• • (» + ß+p — i) 

A . «i 1 


(«4-2>) («4-2/Ü4- 1) ... («4- 2, «+/>-!) 


+ ( 2 ) 


Ist nun die Summe der Reihe 

Ag 4* A, « 4" A , u 1 4- A , ii* 4* • • • • (3) 

bekannt und heisst F’(u) dieselbe, so lässt sich auch die unter dem 
Integralzeichen vorkommende Reihe suinmiren, vorausgesetzt nämlich, 
dass ß eine positive Grösse ist. Denn wenn die Reihe in (3) über- 
haupt eine Summe haben soll, so muss sie convergiren, und wenn ß 

positiv ist, s<5 wird x d. i. < 1 folglich #/ <«, und mithin 

convergirt dann auch die fragliche Reihe auf der linken Seite und hat 

ß 

F(ux ) zur Summe. Diess gieht den Satz : wenn 

FM — A„ 4- A , ii 4- A, u* 4- .... (4) 
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ist, so findet unter denselben. Bedingungen, unter welchen diese 
Gleichung besteht, die Relation 


=17 J * ,(1 


<?-*> 
A 


+ 


p — 1 ß 

.r) F(ux ) iljr 


A, u 


«(“ + 1) 1) (<* +ß) (« + A + 1) ••• (« + /* + V — 1) 


+ 


A,u 2 


(a + 2ß) (« + 2ß + !)...(« + 2ß -\~P -1) 


+ .... ( 5 ) 


statt, sobald ß eine positive Grösse bezeichnet 

Die noch übrige Integration auf der linken Seite kann man 1 in 

p — 1 

vielen Fällen dadurch bewerkstelligen, dass (1— x) , worin p — 1 
eine positive ganze Zahl ist, in eine nach steigenden Potenzen von x 
forlgehende Reihe verwandelt, wodurch das fragliche Integral in p andere 
Integrale von der Form 

f x * F(u:c P) dx 

* • 

a 

zerfällt; dieses letztere reduzirt sich mittelst der Substitution x p == s 
auf das einfachere 


j' i * F(ui) th 


“+ m 

worin p zur Abkürzung für — — dient. 


Kann man nun den Werth 


des vorstehenden Integrales finden, so gelangt man bei diesem Verfahren 
zu völlig entwickelten Formeln. 


Ein bcmcrkenswcrlhes Beispiel hierzu bildet die Annahme A 0 = l, 
A l =y l , A t = y 1 etc. wo y, , y, etc. die Binomialkoeffizienten des 

Exponenten y bedeuten mögen; es ist dann F(u) = (1 + und 
mithin: 


.r*- 
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(p ]_ f a * a * (1 ~ *f * (1 + »«V dx 

l _ . Yj_ü 

o(« + 1) ■••(“ +P — 1) (“ + A) (“ + 0 + 1) ••• (« + /* + /»*—!) 

+ hJt _ + (6 ) 

^ («+ 2 ^) (a + -Iß + 1 ) ... (« + 2 ,* + />— 1 ) ^ 


wozu nun nocli die liedingung l>u> — 1 zu fügen ist, weil die 
Reihe 1 + y, « + y , «’ + • . . . von der wir ausgingen, nur für solche u 
im Allgemeinen convergirt. Wendet man die vorhin beschriebene. Re- 
duktionsmethode hier an, so zerfällt das Integral links in eine Reihe 
anderer unter der gemeinschaftlichen Form 

rV -1 (i + «t/ dz 

O 


stehender, deren weitere Behandlung mittelst bekannter Reduklions- 
formcln sehr leicht ist. So findet man z. B. für 0 =^ = 1, y= — 1, 
V = 3 


d +«)*/,., , 



3 

4h 


1 «_ 
1.2.3 “ 273.4 


3.4 


4.5.6 


+ 


!>„>_! 


und hieraus liessen sich dadurch wieder zwei neue Reihen ableiten, 
dass man 

u = v ( cos u -f- \[ — 1 sinio) , 1 > » > — 1 


setzte und die reellen Partiecn beider Seiten der Gleichung identifizirte. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Gleichung (6) auch 
noch für u = + 1 gilt , wenn p + y eine positive Grösse ist ; man 
erkennt diess, ganz abgesehen von der Herleitung der genannten 
Formel, leicht aus dem folgenden Satze: wenn die beiden beliebigen 
Funktionen (/>(»<) und V , (u) für jeden Werth von u<^u, identisch 
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sind und sowohl </>(«) als ^(m) für a = u, noch stetig und endlich 
bleibt, so ist nothwendig auch 0(u,) = Vfu,). Denn sollte diess nicht 
der Fall sein, so können nur zwei Möglichkeiten Vorkommen: entweder 
nämlich besteht die Gleichung (ö(u) = 'F(u) zwar bis zur Stelle 
u = u l und verliert hier plötzlich ihre Gültigkeit, oder es hat schon 
vorher einen Werth u gegeben, bei welchem die Identität von 

<D(u) und l P(u) aufhörte. Der erste Fall würde voraussetzen, dass 
eine der betrachteten Funktionen sich für u — a, sprungweis änderte, 
d. h. eine Unterbrechung der Stetigkeit erlitte, was der gemachten 
Supposilion der Stetigkeit von 0(u) und ¥*(«) widerspricht; im zweiten 
Falle gäbe es eine Reihe Werthe von u (nämlich alle zwischen u und 
a, liegenden), zwar <n, , für die aber nicht ®(a)= < F r (u) wäre uud 
diess würde gegen die Voraussetzung streiten , dass für jedes 
u<u, 0(u) — ! P(ti) sein soll. In der Anwendung auf die Gleichung (6) 
haben wir für 0(u) das Integral links und für *P(u) die Reihe rechts 
zu setzen. Da wir nun a und ß als positiv annehmen, so erhellt 
augenblicklich, dass für positive y das Integral ©(«) sowohl füra=+l 
als für u= — 1 noch eine stetige und endliche Funktion bleibt, ebenso 
für negative y, wenn «= + 1 ist. nur bedarf noch der Fall, dass y 
negativ und u=— 1 ist, einer besonderen Untersuchung, denn für 
y = — y geht dann das Integral in 



tlx 

(T-// 


über und hier könnte allerdings ein Unendlich- oder Unsteligwerden 
Vorkommen, weil der Quotient 

1 


für den noch im Bereiche der Integration hegenden Werth x = 1 un- 
endlich und diskonlinuirlicb wird. Da nun aber ß positiv ist und x 
die Gränzen 0 und 1 nicht überschreitet, so ist für das ganze Intervall 

der Integration xr^x folglich 


(i-*y >a 

Scblömilcb , An*lyt. Studien. 


1 < _J _ 7 

(l-*ty (1 — *) r 

10 
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und folglich kann das in Rede stehende Integral nicht mehr als das 
folgende 

f x a ~ 1 (1 — dx 
— 0 

betragen, dessen Werth eine endliche Grösse ist, sobald p — y d, h. 
p -j- y positiv ausfällt. W’as ferner die mit *F(«) bezeichnete Reihe 
in Nr. (6) betrifft, so erhellt sehr leicht, dass dieselbe für u = + 1 
convergirt, sobald p ■+• y eine positive Grösse ist; denn zuvörderst 
braucht ntan hlos zu beachten, dass sie jedenfalls convergirt, wenn 
die folgende 

y_ 

L J 

«(«+ 1) ... (« +p- 1) T (a + A) (<* + £ + 1) ... (u + y?+p-l) 

y(y + 1) 

+ _L*_ + 

^ (« + 2^)(a + 2^+1) ... (a + 2/Ü + p-l) ^ 

diese Eigenschaft besitzt; die Convergenz der letzteren ist aber leicht 
durch die Bemerkung festzustellen, dass jede Reihe von der Form 

convergirt, sobald 

Limin (— - 1)1 > 1 ( 7 ) 

l » + i * 

wird*), woraus sich in unserem Falle p + y + 1>1, d. i. wie früher 
P + y > 0 ergiebt. Nach diesen Feststellungen erhalten wir nun aus 
der Gleichung (6) für u = -f- 1 

(fZTTj f o O + * ß ) r dx 

= L + h 

«(“ + 1). ••(“+/» — i) («+^)(“+/f + 1) ••• (*+ß +p — i) 

+ («+2^)(a + 2 / y+I)’..(a + 2 / 5f + p-l) + -- (8) 
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und ebenso für u — — 1 


1 

(/»-])' 


f x" ‘(1- xf~\l—x ß fdx 


1 

“(» + 1) ••• (« +/» — !) 


r, 

(« +ß) (« + ß+ 1) ... (« + /# + p — l) 


y 

+ (« + 2ß) (a + 2ß + 1)TTT(« + iß + p - 1) ~ (9) 

wobei aber p y positiv sein muss. 

Die letztere Gleichung bietet noch einen interessanten speziellen 
Fall dar; wenn nämlich ß=l ist, so giebt die Ausführung der Inte- 
gration links: 

f'(«) r(p + y) 

r(p) !'(>*+ P + y) 

= — , 1 Ti 

«(“ + !) ••• («+p— 1) (« + 1) (o + 2) ... (u+p) 


y 

+ (n+2) («+3)7.T(«+;,+i] ~ - (lü) 

wobei der Symmetrie wegen F{p) an der Stelle von ( p — 1)’ steht. 
Spezialisirt man y zu einer negativen ganzen Zahl, so reduzirt sich die 
linke Seite auf rein algebraische Grössen. 


§• 24 . 


Ganz analog den Betrachtungen des vorigen Paragraphen lässt sich 
auch leicht zeigen, wie man aus der als bekannt vorausgesetzten 
Reihensumme 

F(u) = A, + A,u + u* + ... 
die Summe der complizirtercn Reihe 


A « + 



+ 


ß(ß+l) 

r(r+ i)‘ 


ableiten kann. Hierzu sind folgende Schrille nöthig. 


i 
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Man hat erstlich bei ganzen positiven n 


I 

/ 


/♦"-‘(l - X ) r ' ß - l dx = r(ß+n)r(y-ß) 


r(y + n) 

0 

__ = ß(ß+l)...(ß+n-l) r{ß) r(y-ß) 
y(y+l) ••• (>+»—!) r(y) 

und hieraus durch Multiplikation mit A n u " 

rwro-w .( " -*>' ' - 1 - <“>’ 

= ßiß + l )(ß+2) ... (ß + n-1) „ 

y(y+l)(r + 2) ... (y+»-l) » * * 

Addirt man nun alles Dasjenige, was sich für n = 0 , 1, 2, ... 
aus dieser Gleichung ergiebt , so findet man sogleich 


Hy) 


r(ß)r( Y -ß) 




(tix) dje 


= A. + t Al u + 

• y y(y + l) 1 


+ ßifi+ Diß+i) A . , 

^ y(y+ D(y + 2) + 


Ein brauchbares Beispiel hierzu bildet die Annahme 


( 1 ) 


A „ = 


“(“+!) (“ + 2) ... («+«-!) 

1.2.3 ... n 


woraus 

f’(«) = (1 — u) 

folgt, wenn man voraussetzt, dass u innerhalb der Gränzen + 1 und 
— 1 liegt. Die Gleichung (1) giebt dann: 
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Ay) 


r(« Ay-tf 


f J~ X (1 — *) r (1 — Itrr“ dx 


1 I a ß ,, i “( rt + 1 )-/ ? G?4- 1 ) u t 
l + T7y U+ 1.2. y(y + 1) “ 

, a(a+l)(« + g).0C9+l)tf + 2) . J , 
1 ■ 2 .3 ,y(y+ l)(y+ 2) 


( 2 ) 


womit die Summe der sogenannten hypergeometrischen Reihe bestimmt 
ist. — Diese Gleichung lässt sieh, ganz abgesehen von ihrer Herleitung, 
auch noch auf den Fall u = 1 ausdehnen, wenn man nämlich a, ß, y 
so wählt, dass beide Seilen der Gleichung als Funktionen von u be- 
trachtet, für u = l weder unendlich noch unstetig werden. Die linke 
Seite geht nun für u = 1 in 

f J-\\-xf- ß - a ~'dx 

* n 


über und das ist noch eine endliche bestimmte Grösse, wenn y — ß — o 
positiv auslailt. Die rechte Seite von (2) verwandelt sich für u = l in 

, , a.ß . a(«+l). ß(ß+ 1) . 

* ' 1 • y ' 1.2.y(y + I)— + ••• 

und wenn man auf dieselbe das Theorem (7) im vorigen Paragraphen 
anwendet, so Gndet man, dass dieselbe für y — a — ß + 1 > 1 d. i. 
y — o — £>0 convergirt, also eine endliche Grösse zur Summe hat. 
Wir gelangen nun durch Anwendung desselben Prinzips wie im vorigen 
Paragraphen und unter der Bemerkung, dass 

f'x ß - 1 dx = mny-i-«) 

' ’ F(y — o) 

ist, zu der folgenden sehr eleganten und von Gauss zuerst bewiesenen 
Formel : 

Ay) r(y— /?— q) q(« + l) • ß(ß+ 1) 

r(y- 0 )r(y-/J)— 1 + l.y 1.2.y(y+l) 

o(a4- 1 ) (o+2) ■ ß(ß 4-1) (ft-f 2) ) 

* 1.2.3.y(y+l)(y+2) + (?) 

* y>a + ß. \ 
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Da a, fl, y bis auf die letzte Bedingung willkührlich sind, so 
enthält diese Gleichung eine Menge anderer Summenforineln in sich; 
so wird z. B. für a — 1 


r- 1 

y—fl — 1 



P(P+ i) 
+ r(y + J) 


y>P+l 


wie man auch auf elementarem Wege finden kann. 

Ein zweites Beispiel für das Theorem in (I) liefert die Suppo- 
silion 

4 _ (-1)“ 

“ ~ 1.1 ... (2 ») 


woraus F(u) = cos \f u folgt und : 

n „Sr^ Jy f (1 *) r - ß - 1 cos / ux dx 
I (Jt ) r(y—p)J B 

. fl» fl(fl+ ■ )»• 

— 1 + 1.2.y + 1.2.3.4.y(y+l) 

oder u* für « und x = 3* gesetzt 

f (1 _ cos u 9 ,19 

, /Sh* fl(fl+l) u * fl(fl+l )(fl + 2)u‘ 

1 1. 2.)' 1.2. 3. 4.y(y+l) 1.2..6.y(y+l)(y+2) " r 


Hieraus folgt zum Exempel für fl — 4 wenn man 2a für u setzt 

— jr M f (1 — $’) y _ * cos 2 h& d9 

\f n I (y — 4) *o v 



1 ■ 2 . y(y+ 1) 


1.2.3 y(y+l)(y + 2) + 
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Man kann dieser Gleichung nocli ein paar andere Gestalten ver- 
leihen, wenn man erst 


und dann 


r = 


7 = 


**+1 

ahx"* 2 

^ + 2 ’ 

“ ~ (« + 2)* 


e+a 

^ + 3 

j ab x 

/* + 2 ’ 

* ~ 0* + 2)* 


nimmt, wo x die Rolle einer arbiträren Constanten spielt. 
Man findet so: 

M+ 1) 


* r C-a> 

i) 

e+2 




(J3- 


, ab x 

= 1 ~ — — ^ + 


«* A 1 


2/<+4 


(f* + 1) (f* + 2) G* + 1) (t* + 2) (V + 3) (2/z+4) 

3/*+6 


n 1 A* . 


0* + 1)0* + 2) (2,4 + 3) (2,4 + 4) (3,» + 5) (3> + 6) 


+ .... (4) 


und 


'-2, i +4' 0 




^+2 

, no a: 

= 1 ~ - - - -- + /— 


2,a+4 

a A a: 


0* + 2) (,* -f- 3) ^ 0* + 2) (fi + 3) (2,4 + 4) (2,4+8) 


a* A* x 


3/i+6 


0* + 2) (n + 3) (2,j -f- 4) (2 fi + 5) (3,4 + 6) (3 p + 7) 


+ .... (S) 


Von Summenformeln dieser Art lässt sich oft ein sehr vorthcil- 
hafler Gebrauch zur Integration von Differenzialgleichungen machen. 
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In vielen Fällen nämlich ist es bekanntlich nicht leicht, das Integral 
einer Differenzialgleichung in geschlossener Form anzugeben und dann 
begnügt man sich damit, dasselbe mittelst der Methode der unbe- 
stimmten Cocffizienten in eine JSeihe zu verwandeln. Diese Reihen 
lassen sich aber oft mit Hülfe solcher Formeln, wie wir sic oben ent- 
wickelt haben, summiren und hierdurch gelangt man dann wieder zu 
einer geschlossenen Form des Integrales, welche das Eigentümliche 
hat, dass die unabhängige Variable der Differenzialgleichung als arbiträre 
Constante des Integrales auftritt. lim diess an einem Beispiele zu 
zeigen , sei 


<Py 

dx* 


, * 

— kr y 


(«) 


die zu integrirende Differenzialgleichung und darin k eine Constante. 
Setzt man hier 


y = Ax X + A l x X ' 

+ A m x l * + 

A, x X > + ... 

so muss nach dem Vorigen 



JX(X— l)** -3 + A l X, (X, 

— 1) Ä 1 *— * + 

A t X t (X t -l)x‘ 


= hx* {Ax 1 + A,a; X ‘ + A x x 1 ' + A, x l * + ....} 


sein, woraus, wenn A m und ) m irgend einen Coefflzienten und Expo- 
nenten der Reihe bezeichnen, die Gleichungen: 


X (X — 1) = 0 

— 2 = * m _l + b . A m X m ( l m *) = * 

folgen; bestimmt man hieraus die Grössen X, , X,, ..., A,, A Jt ... 
und bemerkt , dass wegen der ersten Gleichung X ebensowohl = 0 
als = 1 sein kann , so findet man für y die beiden verschiedenen 
Werthe 

AAj** 3 k‘ A J M+4 

^ 0* + 1) 0*+2) (fi + 1) Qi + 2) (2^4 + 3) (2 fi + 4) 


k'Ax 3 ^ 

+ (fi+1) 0*+2K ‘V+3) (2^+4) (3^+5) (3^+6) 


+ .... 
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, , kA a ^ +3 

y r + (^ + 2)04+3) 


+ 


( j u + 2)( j u + 3) (2,« +4) (2,4 +5) 


k 3 Ax ^* 7 

+ (u+2) 04+3X 2,4+4) (2,4+5) (3,4+6) (3,4+7) + ”*• 


und diess sind die beiden partikulären Auflösungen der Differenzial- 
gleichung. Giebt man in der zweiten dem A einen anderen Werth als 
in der erstes, indem man etwa B für A schreibt, so ist jetzt das 
allgemeine Integral 


) kx '‘ +3 

v — A \ 14- 

X 

k 3 x^** 

+ ... 

V 1 + (,4+1)04+2) 

T" 

0«+ 1)04+2) (2,4+3) (2,4+4) 

I k^ 

4 - Pr 1 - 1 - 

_ 1 _ 

k' x’^ 

+ ... 

+ j I + (M-2)04+3) 

i 

04+2) (m+3) (2,4+4) (2^+5) 


worin A und B die Integrationsconstanten sind. Nehmen wir noch 
k = — ab, so gehen die eingeklammerten Reihen in diejenigen über, 
welche wir in Nr. (5) und (6) summirt haben; substituiren wir ihre 
dort bestimmten Summen und rechnen die constanten Faktoren der 
Integrale in (5) und (6) mit in die Constanten A und B ein, so er- 
giebt sich, dass das vollständige Integral der Differenzialgleichung 

- + ab * V = 0 (7) 


durch folgende Formel dargestellt wird: 




*) Diese sehr elegante Entwickelung giebt Kammer im 12'“ Bande des 
Cre//e’schcn Journals S. 144, 


10 * 
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die sich noch viel besser gestaltet, wenn man zur Abkürzung 


f‘ + 2 


= m, 


~l\f ab 

fi +2 


k 


setzt und statt & eiue neue Variable 9 = sint einführt; es wird dann 

> , 

y = A I (cos l) m cos (lex t ) dt 

0 

/ IX 1 

Tf U.- 

(cos t) m cos (k x m t) dt . 

v 

Hieraus lässt sich auch noch das Integral der Riccatischcn 
Differenzialgleichung ableiten; setzt man nämlich 

afz dje 

•J = e 

so geht die Differenzialgleichung (7) in die folgende über 

+ «z* + b./ = 0 ' (10) 

dx 

welche eben die Riccatischc ist; da aber aus dem Vorigen 

= 1 l Hy = I 'h 

a dx ay dx 

folgt, so giebt die vorstehende Formel das Integral von (10), wenn 
man in ihr für y den durch Nr. (0) bestimmten Werth setzt. 

Bei aller Nettigkeit, welche diese Integrationsmelliode auszcichnct, 
darf man sich jedoch nicht verhehlen , dass das Verfahren ein sehr 
indirektes ist, in so fern man den Umweg über eine unendliche Reibe 
macht und dass man damit, wie bei indirekten Methoden immer, auf 
grosse Unbequemlichkeiten stossen kann, sobald nämlich die für die 
Rcihencoeflizicnten und Exponenten entwickelte Rekursionsformel das 
independente Gesetz derselben nur schwer übersehen lässt. Es ist 
daher besser, das gesuchte Integral y gleich von vornherein in die 
Form : 



Digitized by Google 



Keihensummirungen. 


155 


y — ff (*> 0 dt 

zu stellen utid aus der ursprünglichen DilTerenzialglcicliung eine zweite 
für rf (x, t) abzulrilen , deren Integration oft viel leichter ist*). 

Die Formel (1) kann auch zur Auffindung bestimmter Integrale 
dienen, wenn man die Coeffizienten A 0 , A t , A, , etc. so zu wählen 
wciss , dass sich die Iteihen 


u + A t m* + ..... 

, , ß , , ß(ß + 1) , , . 

a ° + 7 a ' u + W+T) a > u + ■■ 


gleichzeitig summircn lassen, also in (1) sowohl die linke als rechte 
Seite eine geschlossene Form aunimmt. In dieser Beziehung ist beson- 
ders ein Fall von Interesse; setzt man nämlich a für y, «=1, 
x = sin*z und zur Abkürzung F(sin*z) = ©(:), so geht die Gleichung (1) 
in die folgende über: 


2 r( 


r(fl) r(a — ß) 


» • 
— I $l\ 

* — 


? 2/Z — I ’ia—'iß — t 

sin i cos z <D (:) dz 


— A J- L A _u L 1 ) I O. fi(ß+i)(ß+*> . 

0 "** a A ' + o(a-f* 1) + a(a + l)(o + 2) A * + 



wo nun 


®(i) — A a - f- At sin* z -f- A 7 sin 1 z -f- A, sin* z + ... (12) 

ist. Nimmt man nun z. B. 


A.=* 1 . A. = 


M’ 


= + 


o(a — 1) . a(a-f-l) 
i ä ] 2 » 

TT • * * 1 • * 


, «(o — 1) (a — 2) . <*(«+!) (a-f-2) 

A ‘ = i.*. |.1.2. 3 ’ "• s ' f> 


so wird: 


*) Einige geschickte Ausführungen dieses Gedankens gieht Lohnt Io in 
Crelle's Journal, Hand 17, S, 363, wo auch di« Formel (9) entwickelt wird. 
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<£>(*) = 1 - ~ (isin I)* + <^7 (2 tinz)' 


a\a*— !*)(«* — 2») 

1 .2. 3. 4. 5. 6 


(2rin z)‘ + 


d. i. nach einer sehr bekannten Formel <P(z) = coz 2a z. Die rechte 
Seite der Gleichung (11) wird ferner: 

, a .ß . a(a- l)./»0»+l) o («-l)(«_2)./J0»+l)G9+2) , 

i.l + *.*.1.2 Mi- 1.2-3 + 

und diese Reihe kann mit Hülfe der Formel (3) summirt werden, wenn 
man daselbst — a für o und y = * setzt. Nach diesen Bemerkungen 
ergiebt sich 


2T(. 


nß) 


a) f* . 

o —tnJ. m 


y-i 


2a-2 / J-l 


z cot 2a z rfz 


m) T(| - jg + a) 

= T(i + a) 

wobei nun * > /? > 0 sein muss , wenn keine der Gammafunktionen 
unendlich werden soll. Setzt man noch 



fl + v 
2 


und berücksichtigt die Formel 

m r(y+i ) = 2* “ 2y V^2n T(2y) 


so findet man jetzt sehr leicht 


/ 


' . ,.-1 r — 1 

jin z coj z eoz (#<+») z di 




r( f t) r(P) 


cos \un 


(13) 


Man kann hieraus gleich noch ein ähnlich gebildetes Integral ab- 
leiten. Führt man nämlich statt z die neue Variable — y ein und 
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vertauscht n und v gegeneinander, so geht das obige Integral in das 
folgende über 


cos (j,t + 


n rf »-I 

’>TJ C0 ‘ 


ysüi ycos(fi + >)y<l,j 


71 * — 1 , fl — 1 

+ "'»(/“ + »Oy J cos y sin y sin(/s + y)y (ly 


J» T(») . 

= Tur+^ C0, ^ n 


Bestimmt man den Werth des zweiten Integrales links nach For- 
me! (13), so giebt die Transposition, wenn wieder z (ur y ge- 
schrieben wird 


r /*— i »— i , r 

sin z cos i sin(fi-\-s)zaz = -j. 


r( n) r» 

r(n + v) 


sin 


( 14 ) 




Eine zweite derartige Anwendung der Formel (11) bildet die An- 
nahme ß — 4 , « = v 


^. = 1, A t = 


tL . ü * ü fü _ n ü fü + n 
2 2 . 2 V 2 / 2 U + 

. 4 , ~ H 


A> = 


*.l ’ * ' *.4- 1.2 

(f + *) 


4 . 4.4 . 1.2.3 


, u. s. f. 


es wird hierdurch ähnlich wie vorhin O ( 1 ) = cos pi , und die rechte 
Seile der Gleichung (11) geht über in 


f f . f(f-0f(f+ 1 ) 


1 + 

1 . V 


1.2. *(* + !) 
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und die Summe dieser Reihe ist nach Formel (3) für a = ^ 

/*= + ■£. y= v - 


r(v) f» 

r (* + T) r ( , '-T) 


Nach Formel (11) ist jetzt 

/ TT 

5 2,-2 

cos = 


: cos fix t h = 


/» I» 


*t’+4)r(— t) 


A. + 2 

woraus man für v = - ^ - leicht findet: 


7 

/ 


cos : cos t/z = 


nHX+1) 


r(. + y^) r(i + ^) 


• (15)*) 


§• 25. 


Von besonderem Interesse ist noch ein Theorem, wonach man 
aus einer bereits bekannten Reihensumme von der Form: 

F(r, z) = A 0 + A,rcosz + A t r 1 cos 2z + ... (1) 

die Summe der Reihe 

A „ + A , rf J + A , rl V* + A 1 1-5 <? + • • • • 
ahleiten kann, worin <j einen beliebigen ächten Rruch bedeutet. Man 
hat nämlich nach der Formel (8) in §. 12 für a=l, ß—2 nk: 


*) (»rossen Reichthum an solchen Reihenvcrgleichungcn, die wieder zur 
Kenntnis« bestimmter Integrale fuhren, entfallet Kummer in Crclle's Journal, 
0,1. 17, S. 210 u. S. 288; II, l. 20, S. I. 


i 
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jl r 

J. 


cos 2nkx e ilx — e 


-<»*)’ 


und wenn man diese Gleichung mit A„ r" multiplizirt , darauf n = 0, 
1 , 2 , 3 , . . setzt und Alles addirl 

2 T*/ , —x 7 

I \A 0 + A, r cos 2kx -f- A t r 1 cos 4kx + . . , } e dx 
V n J 

0 

. (-2*:)* . , — (3*) 3 

= A, + A, r e + A 2 r 1 e + A a r* e + . . . . 

wobei sich die linke Seite vermöge der in Nr. (1) gemachten Voraus- 
setzung kürzer durch 


'f n J „ 


j' F(r, 2kx) 


x 

e dx 


_* s 


ausdrücken lässt. Setzt man noch e = q , also k 
so wird das allgemeine Glied der vorigen Reihe 


-fi !>■ 


und folglich 


-(»*)• 

e ==(«)= 7 


hf„ K r ' 2x X ,lx 




— A „ + d,rq + -dj r, 7* + r 1 y* + 


( 2 ) 


Diess Theorem ist deswegen bemerkenswerth , weil hier die Cocfli- 
zienten von q eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. Nimmt 
man beispielsweis A 0 — 0, A t = 1, A 2 =4, A t = J etc. oder 

J[/(l — 1rcosz + r 1 ) = rcosz -+■ ^t 2 cos2z + .... (3) 

so wird * 


i r* x 3 

/ /(I — ‘ircoj 2/x r 1 ) e r/.r 

n .* _ 


/i 


— r U + ir 1 7* + jr’e/ + Jr'v'* + 


( 4 ) 
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wobei k wieder zur Abkürzung für ^ /(— ) dient. Da die Gleichung (3) 

auch für r=l noch besteht, lür alle x von x = 0 bis x = oo , so 
ist noch 


i r x 

\f n ■'« 


l (2 sin kxY e dx 


) 


= 1 + W + W + W' + ••• 

ebenso für r = — 1 

1 e* — x’ 

y~ I l(2cotkx)*e dx 

v» A 

= q ~ W + W - W' + ••• 


(5) 


(6) 


In vielen Fällen ist die Spezialisirung r= 1, welche wir in diesem 
Beispiele vornehmen durften, nicht erlaubt, weil dabei die Reihe für 
F(r, 2 ) convergent zu sein aufhört, wie z. B. in 

1 — rcotx , . . , . 

i 5 r ~3 = 1 + rcotx + r coj22 + 

1 — 2r cot x -f- r 1 


und man findet dann auf die vorige Weise den Werth von 

^ + ^1? + ^?' + ^?’+ 

nicht. Für solche Fälle dient die folgende Rechnung. Sei 

<Z>(r,z) = A, rcotx + A 1 r t cot3x -J- A, r'cos 5z -f- 

* 

so findet man ebenso leicht wie früher 

2 C* _ —x' 

-p= I <2> (r, 2 kx) e dx 
V n J a 

_** . (3*)* (5i)’ 

= vf, r e + A a r e 1 + A,r' e ' ’ + 

wobei die Glieder der Reihe unter der Form 

. „ -(£=i*)’ . n , ** <** — 4n+l 

A a r m c = A n r“ (e ) 

sichen. Nehmen wir jetzt: 


(7) 


( 8 ) 
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*’ { 
e = r 


woraus folgt 


* = 1 ^ 1 ( 7 ) 


e dx 


so geht das vorige allgemeine Glied in 

d„r • = ^ r A„r 
über, und die Gleichung (8) giebt 

= v'r \A t r -f- A t r' + A, r* + } 

oder q für r geschrieben 

7Tr q f, ®G>*/^ 7 )) r ' rrfa: 

= 'V/ + 4** + A l9 * + A t q" + .... 

wobei 

®(¥* *) = A^qcozz -f .d, «w 3: -f ,d s flr 1 coz 5: + 

—4* 1 

und q vermöge seiner Bedeutung =r — e ein achter Bruch ist. 

Ein sehr einfaches Beispiel hierzu liefert die Annahme A t s=A t =A s ... 
... = 1; sie giebt, wie man leicht findet 

Ota Z ) — _(i— y)y«w« 

{ / ’ 1 1 - 2r/ , 0, 2: + <f 


( 9 ) 


(10) 


und folglich wenn h zur Abkürzung für ^ ^(“) dient 

2 f cos fix dx — 

7 — (1 — q) V <[ / = =— — e 

n J a 1 — lq cot Ihx -f- q 

= 9 + q' + q' + ?'* + »” + 

Sclilömilch , Antlyt. Studien. 


(H) 


u 
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Für A/=l, A t = — 1 , A, = + 1 . A t = — 1 elc. Dagegen 

wird 


®(9. *) 


(1 + 9)9 cotl 

1+2 q cos 2: + q * 


und folglich 


7 U 1 +?)yF fr 

V» ^ 0 1 


cos Äa: r/a: — 

e 


Sn" ' J 0 l + 2ffcoi2to + 9* 

9 - + «*-«" + 9 ” - 


(12) 


ln so fern man ein einfaches bestimmtes Integral stets als eine 
bekannte Grösse anschen kann, die sich näherungsweis berechnen lässt, 
sind hiermit auch die Summen jener Reihen als gefunden zu betrachten. 
Man wird übrigens leicht bemerken , dass die so eben angestellten 
Untersuchungen noch einer Verallgemeinerung fähig sind, bei welcher 
man aus der Summe der Reihe A 0 + A t u + A t u 1 + .... die Summe 
derjenigen ablcitet, wovon das allgemeine Glied durch A„q n7a + n P 
dargestellt wird, worin also die Exponenten eine beliebige arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung bilden. Andererseits ist auch bekannt, dass 
der berühmte Verfasser der Fundamenta noca schon mehrere Reihen 
der Art durch elliptische Funktionen summirt bat, und diess gestattet 
dann wieder eine Vergleichung der verschiedenen Formen, unter welchen 
sich jene Summen darstellen, je nachdem man sich der einen oder 
anderen Methode bedient. 


v 
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Für die Aufstellung eines Cnoons, welcher die Werthe von r(ji) 
enthalten soll, sind zunächst zwei Bemerkungen von Gewicht; die erste 
bestellt, wie schon früher angegeben wurde, in dem Satze, dass sich 
die Werthe von F(;z) fiir jedes beliebige n leicht auffinden lassen, 
wenn man die dem Intervalle n = ü bis n — I entsprechenden Werthe 
von r(p) kennt, und dieses Theorem lässt sich ohne Schwierigkeit 
noch dahin erweitern, dass man sagt: die Werthe von JT(m) sind 
sämmüich als bekannt anzusehen, sobald die dem Intervalle fi — n bis 
H = n-\- 1, wo n eine positive ganze Zahl ist, entsprechenden Werthe 
von l\n) berechnet vorliegen. Richten wir nun weiter unsere Aufmerk- 
samkeit auf diejenigen Formeln, mittelst deren T(/z) für oder 

H > n •+■ 1 auf den Werth von r(p) für den Fall n •+• 1 > /u > n 
reduzirt wird, erinnern wir uns mit einem Worte an die Beziehungen 


r(n+i) = n roo , r<ji+2) = 


r( M - i) = -~j, roz-2) 


r (m) 

(f* — l) (m — 2)’ 


so lässt das Vorkommen von bloscn Multiplikationen und Divisionen in 
ihnen gleich erkennen, dass cs für die Praxis am vorthcilhafteslcn sein 
werde, nicht eine Tafel für r(/u) selbst, sondern für die Logarithmen 
dieser Funktion eine solche aufzustcllen und zwar nach dem Briggischen 
Systeme berechnet, um die Tafel selbst mit den gewöhnlichen logarith- 
mischen Tafeln gleichzeitig benutzen zu können. Um aber eine be- 
queme Bezeichnung zu haben, wollen wir ein für allemal 

log /» = AM (1) 

setzen, wobei 10 die Basis des logarithmischeu Systems ist. 
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Wenn es nun zunächst darauf ankämc, eine kleinere Tafel für 

■A(fi) unter der Voraussetzung zu berechnen, dass fi der Reihe nach 

123 n— 1 . . . „ „ . . . . 

= — , — » — , • ••• gesetzt wird, ein Fall, der bei mehreren 

n n n n ° 

höheren Untersuchungen vorkommt, so leisten die verschiedenen Re- 
duktionsformeln, welche wir für die Gammafunklionen entwickelt haben, 
in so fern die trefflichsten Dienste, als sie die Berechnung jener n — 1 
verschiedenen A, auf die Berechnung einer ungleich geringeren Zahl 
solcher Funktionen zurückführen. Nehmen wir z. B. von der Gleichung 

r (4) r (i-4)-TV 

tiU — n 
n 

die Logarithmen, so ergiebt sich nach unserer iu Nr. (1) eingeführten 
Bezeichnung 

^(4) + -^( i— 4) ~ i °° n — %«»4* 


. ,n — k . , , , k 

~ lo 9 n — % «» — » — (— ) (2) 

und hieraus geht hervor, dass man A(ft) nur für die dem Intervalle 
H = 0 bis f*—h angehörigen Wcrthe von n zu berechnen braucht, 
weil dann für n > ^ und < 1 die obige Formel sogleich die übrigen 
A angiebt. Man würde also für ein gerades n nur 

^( 1 ). <*> 


und für ein ungerades nur 


-*(“)• '•(b '*( ,£ ^ i) > 


zu berechnen haben und dann mittelst der Formel (2) die Wcrthe von 

A (— - — ), A ) ableiten. Aber selbst zwischen diesen 

unter (3) und (4) aufgeführten Funktionen finden Beziehungen statt, 
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welche die Zahl der unmittelbar zu berechnenden A noch mehr ver- 
ringern. Aus der Formel 

ro<) u« +1) = r(2 .„) 2* Sn 

k 

ergiebt sich nämlich , wenn man die Logarithmen nimmt und g = — 
setzt 

"*(£) + =^(?) + + {hgn. 

Andererseits ergiebt sich aber aus der Gleichung 

A(ft) + A(1 — fi) = hgn — hg sin gn 

r- 1 , * 

für ^ = ¥ +-, 

^(j + 4) + = ln ° n ~ lo O cos ~ n 


und wenn man diese Gleichung von der vorhin aufgestellten sublrahirt, 
so findet man 




. Ak\ ,, 2 , , 

^(tt) + ( 1_ ir) *** 


— i^log n + hg cos— n 



d. h. eine Relation zwischen drei Funktionen A, deren Argumente < !) 
sind, sobald 2 k <^n genommen wird. Ebenso leicht würde sich eine 
Beziehung zwischen 4 verschiedenen A, deren Argumente < | sind, 
aufstellen lassen; man brauchte sich zu diesem Zwecke nur an die 
Formel 

/» + 4 ) r(fi + *) = r(3 ,,) 3 { ^ 'In (6) 


zu wenden, darin g==— zu setzen, die Logarithmen zu nehmen und 
diejenigen A, deren Argumente ausfallcn sollten |z. B. A (-g- -f- — ) j 
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dadurch heraus zu schaffen , dass man die schon vorhin benutzte Re- 
lation zwischen A (ft) und A( 1 — ft) für sie in Anwendung brächte. 
Wie man auf diese Weise, vom Legendre’schen Theoreme geleitet, 
weiter gehen kann, ist unmittelbar einleuchtend, und man wird sich 
nach dieser Methode immer soviel Rcduktionsformcln verschaffen , als 

man braucht, um die Berechnung von A[~}, A(^j etc. auf die 


möglichst kleinste Anzahl solcher A zurückzuführen. Wir wollen dicss 
an dem Beispiele « = 12 zeigen. Hier kommt es zunächst blos darauf 
an die Funktionen 


( A) » (A) ’ -^(A) ’ (^) 

zu finden, denn weiterhin ist 

A( T * 2 ) — A{\) = ^ log n 
und nach Formel (2) für U — 5, 4, 3, 2, 1 : 

A(-Ji) = logn — log sin A n — A (A) 

' A (-jj) = lug n — log sin -fort — A ( A) 


A (|4) = logn — log sin ^ n — A ( A) . 

Um nun zwischen den unter Nr. (7) aufgeführten Funktionen Be- 
ziehungen zu haben, benutzen wir zuerst die Formel (5) für n = 12, 
k=l und A = 2; diess giebt 

^(A) - -*(*) = A(&) + sing 2 

— ^ log n -f- log cos A n 

A(b) - A{ A) = si( A) + I % 2 

— \ log n -j- log cos A n • 

Sieht man einstweilen -A(i\) = A(\) als bekannt an, so erhalten 
wir aus der letzten Gleichung 

A( A) = 2^(<) - \logn - |%2 + >%3 (8) 

wobei für log cos A * = log cos 30° sein Werth gesetzt worden ist. 
SubsLituircn wir den jetzt bestimmten Werth von A( A) in die Re- 
lation zwischen A (A) und A( A) unter der Bemerkung, dass 

2 cos A 71 t m A 71 — »’» A 1 = 4 


Digitized by Google 


Berechnung und Gebrauch der Gammafunktionentafel. 


169 


folglich 

log cos n = — 2 log 2 — log sin ^ n 

ist , so erhalten wir jetzt 

A (&) - ^(A) = 2 ^(j) - i 

— 4 /«f/2 + J hg 3 — log sin I (®) 

lim eine zweite Relation zwischen -^(A) un d -^(A) zu bekommen, 
setzen wir in der Formel ( 6 ) g = ,'j und nehmen beiderseits die 
Logarithmen; diess giebt 

+ A (A) + ^ (A) — -rf(A) + i% 3 

+ log 2 + /o</ar. 

Es ist aber (A) = ^/ (J ) = log n — log sin J n — yl(\) — logrt 

+ \log 2 — -d(\) und jetzt wird 

A (id + St( A) = 2 ^(i) + 5%2 + «%3. 

Aus dieser Gleichung und der in (9) vcrzeichnelen lassen sich nun 
auch -4(A) und ^f(A) bestimmen, vorausgesetzt, dass man ^/(J) 
und als schon bekannt ansiclit. Das Endresultat ist dann fol- 
gendes : 

A (ti) = A (l) + -*(J) - \logn 

— 4 log 2 + i log 3 — 4 log sin ^ 

A (ij) == 2-<4 (J) \logn * /o</ 2 + 4 log 3 

A (&) = ^(i) 

^(A) = ^(ä) 

-*(A) = -*({) - -^(S) + 

+ % 2 — 4/0*7 3 + i log sin — 

(A) = \l° f J n 

-*(A) = ^(1) - -*«) + 4%* 

+ %2 -f | log 3 + \ log sin ^ 

A ( A) — (i) + log n + fojf 2 — I /0173 

a ( ti ) ~ — -^({) + /"jit + 4/0.72 

■^( 41 ) = — 2^(>) + 4/0*70 + 4%2 — 4 /o .7 3 

^(ii) = - A (i) - ^(J) + \log 71 

+ 4 log 2 — 4 log 3 — 4 log sin y^ • 

11 * 
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Sowie es nun in diesem Beispiele noch auf die Berechnung von 
^/(J) und A{\) ankommt, ebenso wird in jedem Falle unter den 
I 2 3 

Funktionen A ( ■ ) . -^(“)> -<*(—). ••• « ine Anzahl übrig bleiben, 

welche direkt aiifgosucht werden müssen. Hierzu dient nun folgender 
Kunslgrifl'. Es war 

mi+ti) = j/(^) - cp - is, h > - <s if z* - 

i>, t >« 



wobei C = 0.5772136 ... und S„ = — + — + .... war. Hieraus 

1 - 

geht hervor, dass die Grössen <S sich fortwährend der Einheit nähern 
und folglich die Reihe in ihren entfernten Gliedern etwas weniger als 
die folgende 

h + + IS + .... 

convergiren wird. Dieser für die praktische Berechnung nicht sehr 
vortheilhafte Umstand lässt sich leicht dadurch beseitigen, dass man 
zu der Gleichung (10) die nachstehende 

0 = -i*(r=^) + 1* + is + iS + ••••. 


addirt, wodurch man 


ir(i+ h ) = u 



+ a-Qh -*(«.- iv - .... 


und auf der rechten Seile eine ungleich stärkere convergircndc Reihe 
erhält. Mulliplizirt man noch, um die natürlichen Logarithmen in 
Briggisehe zu verwandeln, mit dem Modulus .1/= 0.43429448190 ... 
und setzt zur Abkürzung 

m-C) = T, , -(«»-!) = T„ (n > 1) 


so ergiebt sich die sehr brauchbare Formel: 
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log r(l +(<) = ~ 

+ u - 7 >* - 7> 5 - .. 

mittelst deren sich leicht hg F'(l + ft) — A(l + f 1 ) und ebenso 
A(ft) = A( l + /<) — hgg bestimmen lässt. Zur möglichsten Krleicli- 
terung dieser Rechnung dient die nachstehende Tabelle der Werthe 
von T, welche eine für das praktische ßedürfniss mehr als hinreichende 
Ausdehnung besitzt. 




$ R 

T. 

% ?» ; i' 

ö 1 

0.18361 29037 6840 

9.26390 31988 6135 | 

m 3 

0.02925 07326 917 

8.46613 67490 379 1$ 

5 5 

0 . 00320 75040 58 

7. 5961 6 72144 

$ 7 

0.00051 80064 42 

0.71433 51608 

» 0 

0.00009 69148 SO 

5 . 98639 04033 

g 11 

0.00001 95112 17 

5 . 29028 43534 

i 13 

0.00000 40995 17 

4.01273 27627 7 

| 15 

0 . 00000 08856 20 

3 . 94724 74888 




Derechnet man mit diesen Ilülfsmittcln z. ß. A(\) und A( |), 
so lässt sich nach den früher entwickelten Relationen zwischen A( t t 2 ), 
A(i%) etc. folgende Tafel aufstcllcn: 




(og r(g) 


logr'(l+ h ) 


*11 

A 

Ä 

.4 

1 i 

A 

6 

1 I 
* 
Ar 

j$ 

{i 


1 . 00007 

62454 

1387 

9 . 98149 

49993 

602.1 

0 . 74556 

78577 

5330 

9 . 96741 

66073 

6966 

0 . 55938 

10750 

4347 

9 . 95732 

10837 

1551 

0 . 42790 

27493 

1426 

9 . 9.1984 

14945 

9460 

0 . 32788 

12161 

8498 

9 . 94766 

99744 

7338 

0 . 24857 

49363 

4707 

9 . 94754 

49400 

8309 

0. 18432 

48784 

0648 

9 . 95924 

16723 

7311 

0. 13165 

64916 

8402 

9 . 95550 

52326 

2834 

0 . 08828 

37954 

8205 

9 . 90334 

50588 

7 43.1 

0 . 05261 

20106 

0482 

9 . 97343 

0764.1 

5719 

0 . 02347 

73967 

1089 

9 . 98568 

88338 

2149 
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Dieser Tafel ganz ähnlich ist die grössere von Legend re für 
w= 1000 berechnete, aus welcher sich unmittelbar die Wcrthe von 
log r(l + nvoe), L(1 -f- Tn 2 (T(r) "• s - entnehmen lassen. Uebcr 
die Einrichtung und den Gebrauch dieses für die praktischen Anwen- 
dungen völlig ausreichenden Canons mögen hier die nüthigen Andeutungen 
und diesen die fragliche Zahlenreihe selbst folgen. 

Bezeichnen wir wie bisher logl' mit A und die DilTerenz 0.001 
mit tu, so giebt die Colonne mit der Ueberscbrill lug T(n) unmittelbar 
die Werthe von A(a) für das Intervall a=l bis «= 2 von Tausend- 
tlicil zu Tausendtheil; dahinter stehen die drei ersten Dilferenzcnreihcn 
von A{a) , so dass also in einer Ilorizonlallinie die Grössen 

a, A(a), A A(a)> A 1 A(a), A* A{a) 
nebeneinander liegen. Dabei ist 

A A(a) — A(a+u) — A(a) 

A‘A(a) = AA(a-f-tu ) — A A{a) 

\ — A(a-i- ( lu)) — 2 A(a-\-io) + A(a) 

A 3 A(a)= A'A(a-\-io ) — A* A(a) 

= A(a + 3w) — 3^f(a+2(n) -f- 3A(a-\-uj) — A(a) 

indem u> die constante Differenz des Argumentes a bezeichnet. Die 
Differenzen AA(a), A'A(a), A 1 A{a) bieten ein leichtes Mittel zur 
Controllc der Tafel selbst dar, indem sich durch ihre Prüfung etwaige 
Fehler derselben leicht entdecken lassen und cs ist daher beim Ge- 
brauche der Tafel immer anzuralhen, jede angegebene Differenz durch 
wirkliche Subtraktion vorerst zu verifiziren. In Bezug auf die Vorzeichen 
der 3 Differenzen muss man sich merken, dass A A(a) negativ ist von 
o = 1.000 bis a = 1.401 und positiv von a= 1.462 bis a = 2.000, 
ferner A 1 A(a) positiv und A*A(a) negativ während des ganzen Inter- 
valls fl = 1 bis a = 2. Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen 
wir nun zur Lösung der verschiedenen Aufgaben über, welche der Ge- 
brauch der Tafel von selbst mit sich bringt. 

1. Will man zu einer Zahl, welche selbst nicht unter der Rubrik a 
steht, aber zwischen zwei daselbst vorkommenden Zahlen liegt, das 
zugehörige A(a) linden, so ergiebt sich die Regel für eine solche 
Interpolation aus einem sehr bekannten Theoreme, welches man 
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den Taylor 'sehen Satz für Differenzen genannt hat; nach demselben 
ist nämlich wenn u das Inkrement von « bezeichnet 

«,(„ + /,) = *(«») + T --- + -r- + •••• 


... + 


h (A — «) (A — 2 u») ... (A — n — I r«) J <f («) 


+ 


1.2 ..f. H 

h (A — co) (A — 2(u) .... (A — nn») z/ ’Pfn) 
1 . f. 3 « 


Setzen wir liier A = pui , wo w die vorhin angegebene Bedeutung 
hat und <f (x) — A(x) , so wird 

A(a + pm) = A(a) + JA(a) + + 

... •(P-”+ 1 ) ^^ (a) 


Ist nun a eines von den in der Tafel vorkommenden Argumenten, 
so kennt man A(a) und A(a + *»), »nd wenn man dazwischen 
A(a + pui) einschalten will, so muss 1 > ;» > 0 sein. Berücksichtigen 

wir noch, dass bereits AA(n) innerhalb unserer Tafel so 

erhellt leicht, dass die Glieder der obigen Reihe, welche d'A(a), 
A A(a) etc. enthalten, keinen Einlluss auf die 12 <e Dezimalstelle aus- 
üben würden und dass wir folglich für unseren Fall 

A (« + p<o) = A («) + y J A (a) + - y g— A A («) 


+ 


p(p — 1) (P — 2 ) 
1.2.3 


J'A(a) 


setzen dürfen. Bezeichnen wir zur Abkürzung wie folgt 
A (o) = log r(a) = A 
st(<i + puj) — log l'(a pu>) — fi 
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so können wir die obige Gleichung in der Form 

B = A + p {jA + (J*A + J'A) j (12) 

darstcllcn und hieraus ergiebt sich sogleich folgende Regel : „Um zu 
einer Zahl b zwischen 1 und 2 die zugehörige Funktion log ['(/>)— B 
zu finden, suche man zuerst die in der Tafel vorkonimendc nächst 
kleinere Zahl « und die zugehörigen Zahlen A, JA, J 1 A, J* A. 
Man bestimme darauf die Zahl p mittelst der Formel 

b — a b — a 

}> ~ ~ w 1000 

und bilde daraus (natürlich mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen) 
den Ausdruck J 1 A — J (2 — p)J'A, welcher die zweite corrigirte 
Differenz von A etwa G 2 A heissen möge, berechne ferner die Grösse 
JA — ^(1 — p)Q 2 A: die erste corrigirte Differenz von A, in Zeichen: 
GA, so ist dann B = A jtQA.“ Z. B. für b= 1-^ = 1.083333 .... 
wird a = 1.083, und 



JA 

J 1 A 

/PA 

9.981 539 875 035 j 

— 194 410 822 

035 004 

— 838 


wobei in den Differenzen die vorhergehenden 0 . 000 . . . weggclassen 
worden sind. Ferner wird p=\ und daraus ergiebt sich der Reihe nach 

G 2 A = J t A — * J 2 A = 030 130 , 

GA = JA — l Q*A = — 194 028 803 , 

B = A + ‘ GA = 9 . 981 494 999 307 , 

und diess stimmt in der Thal mit dem früher gefundenen Werlhe von 
log 1,'j) überein. Hiernach hat cs also nicht die mindeste Schwierig- 
keit für jedes zwischen 1 und 2 liegende b das zugehörige log r(b) — B, 
und zufolge der früheren Bemerkung überhaupt zu jedem b das ent- 
sprechende B auf 12 Dezimalstellen auzugeben. 

2 . Will man umgekehrt zu einer Funktion B, welche selbst nicht 
in der Tafel steht, aber zwischen zwei daselbst vorkommenden Funk- 
tionen enthalten ist, das zugehörige Argument b suchen, so schlage 
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man zuerst die nächst kleinere Funktion A auf und lese ihr Argument« 
ah. Um hierauf b~a jno zu bestimmen, muss man in der Gleichung 

B-A= ,, {jA - l -=£ {PA - J' A ) } 

p als Unbekannte ansehen und die Gleichung selbst nach p auflösen. 
Diess kann auf folgende Weise geschehen. Man vernachlässige das 
wegen des ächtgcbrockencn p sehr kleine Glied 


/'(l — p) (2— p) 
1.2.3 


J 3 A 


und schreibe also 

ü = P {ja-±=£j'a} 


wobei D zur Abkürzung für li — A dient. Es ist dann 

D 

p ~ JA — 1(1 — p)J'A 


(13) 


(14) 


woraus man mit Vernachlässigung des negativen Gliedes im Nenner 
einen ersten Näherungswert!! für ji nämlich Di JA findet, der in die 
Formel selbst substituirl wieder einen zweiten gicbL Formirt man 
mit Hülfe dieses letzteren, der p' heissen möge, eine Zahl D' nach 
der Formel 

D' = p j JA - J*a\ (15) 

so erhält man durch Subtraktion von (13) 

D — £t = (p — p)JA — l(p—p')J-A 
♦ + 2 (l> + P) (P ~ P) ^ A 

oder wenn man // für {(p+p) setzt 

. D — ß 

P ~ P ~ JA + (p — \) J* A (16) 

woraus sich dann der genauere Werth von p findet. Sei z. II. 
B = 9.950 241 672 373, so ist die zunächst kommende Funktion 
nebst ihren Differenzen: 
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A | JA | J'A 

9 . 950 225 531 580 | 48 548 340 j 377 704 


und ihr entspricht das Argument «=1.583. Ferner ist D=Ii — A 
= 10 140 787 und hieraus findet man als Näherungswerth // = 0.333. 
Nach Formel (15) wird ferner 


i)J*A 


JA + (;/ 

P — 1> = 


Ji' = 10 124 025 
/> — /)’ = IG 102 
= 48 485 204 
10 102 


48 483 204 


= 0 . 000 333 34 


folglich vermöge des YVerthes von p 

p = 0 . 333 333 34 . 


Da endlich b = «+/«« = a ist, so ergiebt sich für das 

gesuchte Argument b der YVerth 1 .583 333 333 34 = 1 t t j , was mit 
der früheren Angabe von log l übcrcinslimmt. Uebrigens giebt 
es noch einen zweiten YY'erth von b, welcher der Gleichung log I’(b) 
= 9.950 ... genügt, und dieser liegt zwischen 1.344 und 1.345. 
Für a= 1.344 ist nämlich 


A 

JA 

J'A 

9 . 950 250 821 818 

— 52 058 495 

470 189 


und als Näherungswerth für p findet sich ;/ = 0.290. Ferner hat man 
D — — 15 149 445 
1J = — 15 145 397 
D - 1/ = - 4 048 

JA + (p'—{)A\i = — 52 157 235 
4048 

P—V — 3 2 15 7 235 = 0 000 07/ 01 
und folglich , b = « + = 1.344 290 077 01 . 

Ganz ähnlich ist das Verfahren in dem Falle, wo die gegebene 
I unklion li nicht in den Tafeln steht. Hier muss man durch Versuche 
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das nächstlicgende A mit seinem zugehörigen Argumente a ausmitteln 
und die Differenzen JA, J*A selbst berechnen; von dieser Stelle an 
bleibt sich aber die Rechnung gleich. Verlangt man z. B. dasjenige 6, 
für welches F(6) = n, also log F(b) = 0 . 497 149 872 C94 ist, so findet 
man durch einige Versuche, dass b zwischen 3.448 und 3.449 liegt; 
denn man erhält mit Hülfe der Formel log T'(fi -f- 2) = log p. + log (/< + 1 ) 
+ log r(j* + 1) für p = « . 448 

T(3.448) = 0.496 858 362 178 
ferner für ^ = 0.449, p = 0.450 

T(3.449) = 0.497 330 005 160 
log /'(3.450) = 0.497 801 794 051 

und hieraus ergeben sich die Differenzen 

JA = 0.000 471 642 982 
/PA = 145 909 


als Näherungswerlh für p findet man p = 0.6181, 
D = 291 510 516 
// = 291 505 306 
ü — D’ = 5 210 

JA + (jp' ~{)/PA = 471 625 750 
5210 


P —P + 


=0.000 011 047 


471 625 750 

woraus p — 0.618 111047 und 6 = 3.448618 111047 folgt. 


Die zweite Wurzel der Gleichung F(6) = n ist 6 = 0.286 3641, 
wie man auf demselben Wege findet. 

Die Tabelle für log T(a) = A(g) kann übrigens auch zur Ent- 
wickelung der IVerthc von » ••• benutzt werden und 

diess ist in so fern wichtig, als diese Transscendenten nicht selten Vor- 
kommen. Diffcrenzircn wir nämlich die Gleichung 

A(a+pto) = A(a) + —■ JA (a) + — ^ J* A{g) 

+ 

Schlömilch, Analyt. Studien. 12 
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oder für a = ft, A(a)=.A, A(u-\-pu) = B, 

B = A + pJA + },(p'-p)J'A + l(p'-Zp' + 2 p)J'A 


in Bezug auf p und bemerken dabei , dass vermöge der Gleichung 
u + pui — ft, io dp — db , folglich 

dB _ dB db _ dB 
dp db dp db W 

ist, so ergeben sich ohne Mühe die Gleichungen 


dB 
w db 
, tPB 
tü db ' 
>tPB 
,u db * 


JA + (j,-\)J'A + + 

J'A + (p-l)J'A 
J'A . 


( 17 ) 


Diese Formeln dienen zur unmittelbaren Bestimmung von 

d log f(ft ) (P log F(ft) d' log r(b) 

db ’ db' ’ db' 

vorausgesetzt, dass ft zwischen 1 und 2 liegt, und wie immer io = 0 . 001 
ist. Man nimmt dann aus den Tafeln das nächst kleinere Argument a 
und die zugehörigen JA, J'A, J'A, bestimmt darauf p mittelst der 

Formel ^ ° = p und kann jetzt die obigen Formeln anwenden. Wäre 

noch p = 0, also B = A, b = a, d. h. steht das Argument unmittelbar 
in den Tafeln, so hat man einfacher 

JA — {J'A + \J'A 

J'A — J'A 

J'A. 


dA 
" da 
,<PA 
" da' 
, iPA 

" da' 



Um endlich zu einer Zahl, welche ausserhalb der Gränzen 1 und 2 
hegt, die zugehörigen Difl'crcnzialquotieuten zu finden, zerlege man 
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sie in eine ganze Zahl n und eine andere Zahl 6, welche zwischen 
1 und 2 enthalten ist. Man hat dann 

log T(6 + n) = logb + log{b + 1) + . . . + log(b + n — 1) + log /\6) 


folglich 

tllogr(b + n ) „(1 , 

db ~ \b ^ 

,riogr(b + n) „fl , 

db' — { b' ^ 

tPlogr(b + n) _ n „( 1 , 

db' = m \T' + 


6 + 1 + 


1 

( 6 + 1 ) 

1 


( 6 + 1 ) 


+ •• 
» + .. 


..+ 

..+ 


1 1 

+ 

6 + 71 — 1/ 

1 1 

+ 

(6+n — 1) J ) 

1 1 

+ 

(6+71-1)’/ 


dB 

db 

d'B 

db' 

d'B 


wobei M den Modulus der Briggischen Logarithmen bezeichnet. Da 
nun die Grössen auf der rechten Seite säinmllich bekannt sind, so er- 
hält man hieraus leicht die Wertlie der Difiercnzialquotientcn von 
log r(b + n). 

Um diese Regeln durch Beispiele zu erläutern und den Grad der 
Genauigkeit, welchen die Rechnung bietet, zu erkennen, nehmen wir 
zuerst a= 1.500 in der einfachen Formel (18). Es wird dann 
JA = 16 050 324, J'A = 405 020, J'A = — 359 


und daraus erhält man 
dA 


iPA 


, = 0.015 847 394, = 0.405 979 

da da' 


d'A 


da 


j — — 0 . 359 . 


Das erste dieser Resultate ist leicht zu verifiziren. 
nämlich in der Formel 


dini+ti) 

dfx 



Setzt man 


(19) 


p=<, multiplizirt beiderseits mit dem Modulus M und nimmt x — z', 
so wird 


tlA 

da 


= — MC + 2 M I ~zd: 

• o 1 : 

— _ MC + m — 2.1/ 12 = M + 21/(1 — C) — log 4 


Digitized by 


180 


Berechnung und Gebrauch der Gammafunktionentafel. 


und hieraus erhält man vermöge des bekannten Werthcs ü/(l — C) = T t , 

^ = 0.015 847 394 343 69 
da 

was mit dem Obigen auf 9 Dezimalstellen übereinstimmt. 

Ebenso . leicht ist cs, mittelst der Formel (17) für 6= 1.33333 ... 
die Diflcrenzialquotienten von log JH(1 -J- J) zu berechnen. Hier ist 
a = l. 333 und p = £ 

JA — — 57 262 267, J 1 A = 475 486, /PA = — 483 


■ und mittelst der Formeln (18) erhält man hieraus 


dB 
db 
<PB 
db 1 

d'B 
db * 


= — 0.057 341 541 5 
= 0 . 475 808 

= — 0 . 483 . 


Das erste Resultat lässt sich hier wieder durch die Formel (19) 
controllircn , indem man p — j setzt, woraus man für j!/(1 — C) — 7\ 


dB 

db 


= T. + 2 M 


. , Mn 

i log 27 — u 


= — 0.057 341 542 008 65 


findet, was wieder sehr gut übcrcinslimmt. Ueberhaupt giebt die Be- 
dB 

Stimmung von immer wenigstens 8 richtige Dezimalstellen, die von 

(PB . . d*B n 

-jj-f giebt deren wenigstens 5 und endlich die von nur 2 bis 3. 

Bei der nicht unbedeutenden Genauigkeit, welche die erste dieser 
Zahlen besitzt, kann man von ihr einen vortbcilhaflen Gebrauch zur 
Vcrwerthung des Integrales 


_ 

i - * 


d/r 


machen. Dasselbe lässt sich zwar für jedes rationale p auf logarith- 
mischc und cyklometrischc Funktionen reduziren, aber diese würden 
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oft zu verwickelt ausfallen , als dass sic eine bequeme numerische 
Rechnung gestatteten. Wäre aber fi irrational, so müsste man sich 
doch wieder mit Näherungen behelfen. Kürzer kommt man hier immer 
mittelst der aus der Gleichung (19) folgenden Formel 

5 = C + — d l ° a / (I + ^ 

' M dfi 

zum Ziele , wobei ~ = 2 . 302585092994 ist. 


Wir wollen von den so eben entwickelten Regeln schliesslich noch 
eine Anwendung mittheilen, die nicht ohne Interesse sein wird, nämlich 
die Bestimmung desjenigen Werthes n = b , für welchen die Funktion 
F(/u) und ebenso logT(ft) innerhalb des Intervalles n = 1 bis n — 2 
ihr Minimum erreicht. Die Tafel selbst zeigt, dass dieser Werth 
zwischen 1.461 und 1.462 liegt und dass man demnach für a= 1.461, 
A = a-f-t setzen darf, wo t eine noch hinzuzufügende Correktion be- 
zeichnet Ferner giebt die Tafel 

J/oi/ r(a) = — 0 . 000 000 055 554 
J'logr(a)— + 420 113 

z PlogT(a )=— 383 


und hieraus erhält man mit Hülfe der Formeln (18) 
dlog r(a) 


da 

iPlog T'((i) 
da ' 

tP log r (a) 
~da* 


= — 0 . 000 265 737 


== + 0.420 496 


= — 0 . 383 


Um nun * zu bestimmen , halten wir uns an den Taylor’ sehen 
Salz, wonach 


log T(a -f- f) = log T(a) + 


dlogT(a) t tPlogF(a) t' 

~'da t + dä' r:2 


, d'logV(a) t' 

"** da' ' 1 . 2 . 3 + 


( 20 ) 
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ist, wenigstens in der Nachbarschaft von a, wegen der Stetigkeit und 
Endlichkeit von logT(a) und ihren Differenzialquotienten in jener Gegend. 
Da * < -iVffij- ist , so können wir t* , t s etc. weglassen und erhalten 
jetzt, wenn wir in Bezug auf t differenziren, wobei links dt=d(b — a) = db 
zu setzen ist 

d log r(l>) d log T(a) d* log T(a) f d 3 log F(a) , 
db “ dH 1 da 1 * + 4 7kd * 1 

Soll nun b das dem Minimum von log r(b ) entsprechende Argu- 
ment sein, so muss sich die linke Seite aunulliren und daraus cr- 
giebt sich 

0 = — 0 . 000 265 737 -f (0 . 420 496) t — $ (0 . 383) t* . 

Durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung findet man 
* = 0.000 632 1 

und mithin weil b = a -f- * war 

b = 1 . 461 632 1 . 


Substiluiren wir noch den Werth von t in die Gleichung (20), so 
erhalten wir log jT(« + t), d. h. 

log r(b) = 9.947 2392 . 


Innerhalb des Intervalles g — 1 bis g — 2 erreicht also die 
Funktion r(g) für g = 1 . 461 6321 ihr Minimum r(g) = 0 . 885 6032. 
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556 

570 

567 

700 | 
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o° «»»mas ere r« ™ 


log F(g) 




II 


III 


3 

jji 1.1«! 

9 • 908 243 IM 003 
9.908 (19 5 97(1 0.74 

147 208 989 
140 033 122 

140 057 953 
145 483 481 

141 909 703 

575 807 
575 122 
574 472 
573 778 

«98 

«97 

«94 

223 

fc 1 . Ü12 

if i . i«.i 

2-907 242 34« 552 
9- 902 803 288 599 
9.907 «57 Hl)5 118 

1: l . i(*4 

(' 1.105 

573 085 

223 



ii.iüo 

9 . 907 512 895 415 

144 330 018 

572 392 

282 

1 . 107 

9.907 308 558 797 

143 704 220 
113 L22 523 

571 703 
571 211 

«89 

088 

f 1 , 108 

9-907 224 794 511 

15 1 • 109 

9.907 081 002 048 

142 021 509 

570 320 

081 

| 1 . 170 

9 . 900 938 980 539 

112 1151 183 

509 212 

084 

i i . i7i 

9.900 790 929 350 

141 481 541 

508 258 

084 

I 1.172 

9.900 üää 417 815 

140 012 583 

508 274 

222 

? 11 711 

O.aiiß 514 535 232 

140 341 309 
139 770 714 
139 209 799 

5ü7 595 
50« 215 

080 

? 1.174 

9.900 374 190 923 

078 

\ LOH 

9.900 234 414 209 

50« 237 

077 

f. 1.170 

9 . 900 Q'l5 204 410 

138 «43 502 

505 500 

073 

i 1 177 

9.905 950 500 848 

138 078 002 
Li2 513 LLä 
136 04S 903 

501 887 

<>75 

P 1.178 

9.0(15 818 (82 8,1« 

504 212 
503 5 1 1 

07 1 

f 1 . 179 

9.905 üSil 909 731 

021 

£ I ■ 1 80 

9.965 544 020 828 

130 385 302 

502 870 

000 

1 1 ■ 181 

9.905 407 1125 400 

135 822 494 

502 221 

070 

2 1 ■ 1 02 

9 . 905 271 812 924 

135 200 288 

5U1 534 

005 

| L . L8U 

9 • 9ü5 J 30 55*2 080 

LU 098 754 

500 809 

003 

1 1,184 

2.905 Ü1LI 853 932 

131 LU 8115 

500 221 

222 

» 1.185 

9.904 802 716 047 

133 577 081 

552 512 

221 

| 1-L8Ü 

9.904 731 L3Ä 300 

133 018 139 

558 881 

020 

| 1.187 

9.904 221 122 227 

132 459 258 

558 221 

059 

» 1 ■ 188 

1L.Ü21 408 000 909 

131 901 231 

557 502 

057 

| L. IM 

9 ■ 904 330 759 932 

131 343 175 

55« 905 

050 

f 1 19» 

9- 904 205 410 457 

132 780 570 

55« 219 

032 

| 1.191 

9.904 221 07*1 887 

132 230 321 

555 597 

054 

\ 1 . 192 

9.903 944 399 500 

122 021 724 

554 943 

052 

2 i.. im 

9.903 814 724 842 

129 1 19 781 

554 221 

018 

1 1.194 

9 ■ 003 085 Ü115 <101 

128 505 490 

553 213 

019 

| 1 . 105 

9.003 557 039 571 

128 Oll 847 

552 994 

247 

; l. 122 

9.903 429 222 724 

122 458 853 

552 317 

645 

E 1 . 197 

9.903 301 568 S7I 

120 900 500 

551 702 

045 

5 1 198 

9.903 Hl 6112 305 

122 354 804 

551 232 

212 

K 1 . 199 

9.903 048 307 5fii 

125 803 747 

550 415 

640 

t|’ 1 . 2110 

9.902 222 503 814 

125 253 332 

549 775 

042 • 
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1 . 23 « 

“1.231 

1 . 232 

1.233 

1.23-4 

1 . 235 

1 . 230 
I 1.237 
S 1.238 
ft: 1.239 
i 1.240 


9 

962 

797 

250 

482 

9 

962 

672 

540 

925 

9 

902 

548 

392 

501 

9 

902 

424 

780 

573 

9 

962 

301 

728 

504 

9 

902 

179 

217 

657 

9 

962 

057 

253 

400 

9 

901 

935 

835 

098 

9 

961 

814 

962 

121 

9 

901 

094 

633 

839 

9 

961 

574 

849 

022 

9 

901 

455 

008 

844 

9 

901 

336 

910 

878 

9 

901 

218 

755 

099 

9 

901 

101 

140 

880 

9 

960 

984 

007 

615 

9 

960 

807 

534 

666 

9 

900 

751 

541 

419 

9 

900 

030 

087 

258 

9 

960 

521 

171 

565 

9 

960 

400 

793 

724 

9 

960 

292 

953 

123. 

9 

900 

179 

649 

149 

9 

900 

066 

881 

190 

9 

959 

954 

648 

636 

9 

959 

842 

950 

878 

9 

959 

731 

787 

310 

9 

959 

021 

157 

325 

9 

959 

511 

060 

318 

9 

959 

401 

495 

687 

9 

959 

292 

402 

828 

9 

959 

183 

961 

141 

9 

959 

075 

990 

026 

9 

958 

968 

548 

885 

9 

958 

801 

637 

121 

9 

958 

755 

254 

138 

9 

958 

049 

399 

341 

9 

958 

544 

072 

138 

9 

958 

439 

271 

936 

9 

958 

334 

998 

144 


124 703 557 
124 154 424 
123 005 928 
123 058 009 
122 510 847 

121 904 257 
121 418 302 
120 872 977 
120 328 282 
119 784 217 


549 133 
548 496 
547 859 
547 222 
540 590 

545 955 
545 325 
544 095 
544 065 
543 439 


119 240 778 542 812 
118 697 900 542 187 
118 155 779 541 506 
117 014 213 540 942 
117 073 271 540 322 

1TÖ“532 949 539 702 
115 993 247 539 086 
115 454 101 538 408 
114 915 693 537 852 
114 377 841 537 240 

1 13 siToÖT 530 027* 
113 303 974 536 015 
112 707 959 535 405 
112 232 554 534 796 
111 697 758 534 190 

111 103 508 “533583 
110 629 985 532 978 
110 097 007 532 370 
109 504 631 531 772 
109 032 859 531 172 

108 501687 530 572 
107 971 115 529 974 
107 441 141 529 377 
106 911 704 528 781 
106 382 983 528 186 

105 854 797 527 594 
105 327 203 527 001 
104 800 202 526 410 
104 273 792 525 821 
103 747 971 525 232 
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l .241 

1.242 

1.243 

1.244 

[ .243 

17240 " 

1.247 

1.248 

1.249 
1 . 230 


1.231 

1 .232 

1 .233 
1.254 
1 .253 


1.236 

1.237 

1.238 

1.239 
1.200 

1 . 201 “ 
1 . 262 

1 . 203 

1.204 

1.205 

1.200 

1.207 

1 . 208 
1 . 209 
1.270 


1.271 

1 . 272 

1.273 

1.274 

1.275 


1.276 

1.277 

1.278 

1.279 

1.280 


9.958 231 250 173 
9.958 128 027 434 
9.958 025 329 341 
9.957 923 155 308 
9.957 821 504 750 


9.937 720 377 084 
9.957 619 771 728 
9.957 519 688 100 
9.957 420 125 023 
9.957 321 083 710 


9.957 222 501 802 
9.957 124 559 305 
9.957 027 075 050 
9.950 930 110 265 
9.950 833 662 578 

9.956 737 732 017 
9.956 042 318 011 
9.956 547 419 990 
9.956 453 037 389 
9.950 359 169 040 


9.950 265 816 177 
9.950 172 976 437 
9.950 080 649 857 
9.955 988 835 870 
9.955 897 533 933 


9.955 806 743 467 
9.955 716 463 921 
9.955 026 094 738 
9.955 537 435 300 
9.955 448 085 234 


9.955 360 443 807 
9.955 272 710 526 
9.955 185 484 837 
9.955 098 706 191 
9.955 012 554 040 


9.954 926 847 830 
9.954 841 047 030 
9.954 750 951 077 
9.954 672 759 432 
9.954 589 071 553 



11 

III | 

103 

222 

739 

524 

040 

580 S 

102 

098 

093 

524 

060 

585 J 

102 

174 

033 

523 

475 

583 i 

101 

050 

558 

522 

892 

582 : 

101 

127 

000 

522 

310 

582 s 

100 

005 

356 

521 

728 

577 C 

100 

083 

028 

521 

151 

581 ! 

99 

502 

477 

520 

570 

577 i 

99 

041 

907 

519 

993 

576 , 

98 

521 

914 

519 

417 

575 i 
< 

98 

002 

497 

518 

842 

575 

97 

483 

055 

5ls 

270 

572 | 

96 

905 

385 

517 

098 

572 \ 

90 

447 

687 

517 

120 

571 } 

95 

930 

501 

510 

555 

570 5 

95 

414 

000 

515 

985 

505 | 

94 

898 

021 

515 

420 

508 ? 

94 

382 

001 

514 

852 

506 fl 

93 

807 

749 

514 

280 

503 ! 

93 

353 

403 

513 

723 

503 ' 

92 

839 

740 

513 

160 

561 I 

92 

326 

580 

512 

599 

501 c 

91 

813 

981 

512 

038 

501 ä 

91 

301 

943 

511 

477 

557 1 

90 

790 

400 

510 

920 

557 ^ 

90 

279 

546 

510 

303 

558 | 

89 

709 

183 

509 

805 

553 1 

89 

259 

378 

509 

252 

553 £ 

88 

750 

126 

508 

699 

553 i 

88 

241 

427 

508 

140 

554 J 

87 

733 

281 

507 

592 

549 I 

87 

225 

089 

507 

043 

548 3 

86 

718 

640 

500 

495 

548 fi 

80 

212 

151 

505 

947 

549 | 

85 

706 

204 

505 

398 

545 

85 

200 

800 

504 

853 

545 J 

84 

095 

953 

504 

308 

542 3 

84 

191 

645 

503 

700 

543 £ 

83 

087 

879 

503 

223 

543 | 

83 

184 

056 

502 

080 

539 

•S 
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1 

281 

9 

954 

505 

880 

897 

1 

282 

9 

954 

423 

204 

921 

1 

283 

9 

954 

341 

025 

086 

1 

284 

9 

954 

259 

346 

853 

1 

285 

9 

954 

178 

109 

084 


ö 1 . -201 

$ 1 . 292 
f 1.293 
6 1.294 
i. 1.295 


O 1.297 


1.303 
. 1.304 
p 1 . 305 


82 

081 

970 

502 

141 

539 >' 

82 

179 

835 

501 

602 

538 | 

s) 

678 

233 

501 

064 

538 f 

81 

177 

169 

500 

520 

536 ? 

80 

670 

043 

499 

990 

535 | 

80 

170 

053 

499 

455 

532 te 

79 

677 

198 

498 

923 

534 | 

79 

178 

275 

498 

389 

532 \ 

78 

079 

880 

497 

857 

529 | 

Ts 

182 

029 

497 

328 

531 1 
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log 



di ff! 

i: 

111 


9.951 

585 

048 

372 

63 

006 

380 

481 

396 

497 

1 ^ 

9.951 

52-2 

041 

986 

02 

524 

990 

480 

899 

497 

> 1.323 

9.951 

459 

516 

996 

62 

044 

091 

480 

402 

495 

1.324 

9.951 

397 

472 

905 

61 

563 

689 

479 

907 

497 

: 1.325 

9.951 

335 

909 

216 

61 

083 

782 

479 

410 

493 

5 1.326 

9 . 951 

274 

825 

434 

60 

604 

372 

478 

917 

492 

\ 1.327 

9 . 951 

214 

221 

062 

60 

125 

455 

478 

425 

491 

1.328 

9.951 

154 

095 

607 

59 

647 

030 

477 

934 

494 

1 . 329 

9.951 

094 

448 

577 

59 

109 

096 

477 

440 

489 

; 1.330 

9.951 

035 

279 

481 

58 

691 

656 

476 

951 

487 

S 1.331 

9 . 950 

976 

587 

825 

58 

214 

705 

476 

404 

490 

■ 1.332 

9 . 950 

918 

373 

120 

57 

738 

241 

475 

974 

488 

: 1.333 

9 . 950 

800 

634 

879 

57 262 

267 

475 

480 

483 

i 1.334 

9 . 950 

803 

372 

012 

56 

786 

781 

475 

003 

488 

1.335 

9.950 

740 

585 

831 

56 

311 

778 

474 

515 

484 

! 1 . 330 

9 . 950 

690 

274 

053 

55 

837 

263 

474 

031 

484 

i 1.337 

9 . 950 

634 

436 

790 

55 

363 

232 

473 

547 

483 

ä 1.338 

9 . 950 

579 

073 

558 

54 

889 

685 

473 

066 

480 

i 1.33'J 

9 . 950 

524 

183 

873 

54 

416 

619 

472 

586 

484 

1.340 

9 . 950 

469 

767 

254 

53 

944 

033 

472 

102 

480 

> 1.341 

9 . 950 

415 

823 

221 

53 

471 

931 

471 

622 

476 

i 1.342 

9 . 950 

362 

351 

290 

53 

000 

309 

471 

146 

478 

1 1-343 

9 . 950 

309 

350 

981 

52 

529 

163 

470 

608 

479 

: 1.344 

9 . 950 

256 

.821 

818 

52 

058 

495 

470 

189 

475 

j 1.345 

9 . 950 

204 

763 

323 

51 

588 

306 

469 

714 

474 

j 1.346 

9 . 950 

153 

175 

017 

51 

118 

592 

469 

240 

475 

1 347 

9 . 950 

102 

056 

425 

50 

049 

352 

468 

7C5 

473 

\ 1-348 

9 . 950 

051 

407 

073 

50 

180 

587 

468 

20*2 

474 

1-34» 

9 . 950 

001 

226 

486 

49 

712 

295 

467 

818 

469 

t 1.350 

9 . 949 

951 

514 

191 

49 

244 

477 

467 

349 

472 

; 1.351 

9.949 

902 

269 

714 

48 

777 

128 

466 

877 

470 

i 1.352 

9 . 949 

853 

492 

586 

48 

310 251 

466 

407 

466 

} 1.353 

9 . 949 

805 

182 

335 

47 

843 

844 

465 

941 

470 

| 1.354 

9 . 949 

757 

338 

491 

47 

377 

903 

465 

471 

468 

\ 1.355 

9 . 949 

709 

960 

588 

46 

912 

432 

465 

003 

464 

1.356 

9 . 949 

663 

048 

156 

46 

447 

429 

464 

539 

466 

\ 1357 

9 . 949 

616 

600 

727 

45 

982 

890 

464 

073 

465 

S 1338 

9 . 949 

570 

617 

837 

45 

518 

817 

463 

608 

464 

; 1.359 

9.949 

525 

099 

020 

45 

055 

209 

463 

144 

460 

| 1.360 

9 . 949 

480 

043 

811 

44 

592 

065 

462 

684 

462 
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.381 
.382 
| 1.383 
| 1.384 

1 1.383 

1 . 383 
1.387 
1.388 
1 . 389 
1.390 

| 1.391 
f 1.392 
Ö 1.393 
§ 1.394 


9.949 433 431 746 

9.949 391 322 305 

9.949 347 635 206 

9.949 304 449 807 

9.949 261 705 709 

97949 219 422 433 

9.949 177 599 581 

9.949 136 236 634 

9.949 095 333 156 

9.949 034 888 692 


9.949 014 902 788 

9.948 975 374 990 

9.948 936 304 844 

9.948 897 691 898 

9.948 859 535 702 

T. 948 _ 82r 833 805 

9.948 784 591 757 

9.948 747 803 109 

9.948 711 469 414 

9.948 675 590 223 

"971148 640 165 092 

9.948 005 193 576 

9.948 570 675 228 

9.948 530 609 605 

9.948 502 996 265 

97(148 469 834 70(7 

9.948 437 124 666 

9.948 404 865 525 

9.948 373 056 904 

9.948 341 698 363 

9.948 310 789 46l 

9.948 280 329 770 

9.948 250 318 845 

9.948 220 756 253 

9.948 191 641 559 


di (fl 

11 

44 

129 

381 

462 

222 

43 

607 

159 

461 

700 

43 

205 

399 

461 

301 

42 

744 

098 

460 

842 

42 

283 

256 

460 

384 

41 

822 

872 

459 

925 

41 

302 

947 

459 

469 

40 

903 

478 

459 

014 

40 

444 

464 

458 

560 

39 

985 

904 

458 

106 

39 

527 

798 

457 

652 

39 

070 

146 

457 

200 

38 

612 

946 

450 

750 

38 

156 

196 

456 

299 

37 

699 

897 

455 

849 

• 37 

244 

048 

455 

400 

36 

788 

648 

454 

953 

36 

333 

695 

454 

504 

35 

879 

191 

454 

060 

35 

425 

131 

453 

015 

34 

971 

516 

453 

108 

34 

518 

348 

452 

725 

34 

065 

623 

452 

283 

33 

013 

340 

451 

841 

33 

161 

499 

451 

399 

32 

710 

100 

450 

959 

32 

259 

141 

450 

520 

31 

808 

621 

450 

080 

31 

358 

541 

449 

642 

30 

908 

899 

449 

205 

30 

459 

694 

448 

769 

30 

010 

925 

448 

333 

29 

562 

592 

447 

898 

29 

114 

694 

447 

400 

28 

067 

228 

447 

031 
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S 1.401 
$ 1.402 


o 1.400 
' 1.407 
| 1.408 
S 1.40.9 

$ 1.410 


S 1.411 
fl: 1.412 
| 1.413 
Ö 1.414 
| 1-415 

$. 1.410 
o 1.417 
f 1.418 
| 1.419 
| 1.420 

| 1.421" 

0 1.422 

1 1.423 
f 1 . 4‘24 
O 1.425 

4 1.426 


0 1.428 

1 1.429 
| 1.430 

| 1.431 
I 4-432 
« 1.433 
| 1.434 
f 1.435 

1 . 430 
$ 1.437 
fi 1.438 
| 1.439 
f 1.440 


9 

948 

020 

335 

023 

9 

948 

000 

343 

513 

9 

947 

974 

790 

452 

9 

947 

949 

093 

414 

9 

947 

925 

033 

971 

9 

947 

900 

817 

690 

9 

947 

877 

044 

104 

9 

947 

853 

712 

951 

9 

947 

830 

823 

634 

9 

947 

808 

375 

789 

9 

947 

780 

308 

993 

9 

947 

704 

802 

827 

9 

947 

743 

070 

870 

9 

947 

722 

990 

700 

9 

947 

702 

743 

899 

9 

947 

082 

936 

050 

9 

947 

003 

506 

735 

9 

947 

044 

635 

536 

9 

947 

026 

142 

037 

9 

947 

008 

085 

823 

9 

947 

590 

466 

480 

9 

947 

573 

283 

594 

9 

947 

550 

536 

751 

9 

947 

540 

225 

541 

9 

947 

524 

349 

550 

9 

947 

508 

908 

308 

9 

947 

493 

901 

580 

9 

947 

479 

328 

793 

9 

947 

405 

189 

581 

9 

947 

451 

483 

542 

9 

947 

438 

210 

270 

9 

947 

425 

369 

358 

9 

947 

412 

900 

399 

9 

947 

400 

982 

989 

9 

947 

389 

430 

724 


9.947 378 321 201 
9.947 307 636 010 
9.947 337 380 707 
9.947 347 555 053 
9.947 338 158 474 


25 991 510 444 449 
25 547 00 1 444 023 
25 103 038 443 595 
24 059 443 443 108 
24 210 275 442 743 

23 773 532 112 3111 


23 773 532 442 

23 331 213 441 

22 889 317 441 

22 447 843 441 
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